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1. Bevezetés

A geodéziaban és topografiaban hasznalatos tér-
képek vetiiletétdl altalaban elvarjak a szogtartast,
illetve hogy a hossztorzulasok a lehetd legkiseb-
bek legyenek. A hossztorzulast a linedrmodulus-
sal jellemezziik, amely a hossz valtozatlansaga
esetén 1, hosszrovidiilés esetén 1-nél kisebb,
hossznagyobbodas esetén 1-nél nagyobb érték.
A Fasching Antal altal megfogalmazott elmé-
letileg elvart érték a linedrmodulus 1-t8l valo
eltérésének maximumadra 1/10 000 [Fasching].
Ezen kiviil természetesen vannak egyéb fontos
kovetelmények is: legyen a linearmodulus, az
iranyredukcio és a vetiileti meridiankonvergencia
szamitasara alkalmas képlet.

A 20. szazad elején, a kataszteri térképezés-
hez bevezetett, Fasching Antal nevéhez fiiz6do
rendszerekben (HER, HKR, HDR) is ferde-
tengelyli, szogtartd hengervetiileteket alkal-
maztak, illetve az egységes orszagos vetiiletben
(EOV) is fontos szerepet jatszik ez a konstruk-
cio [Varga]. Ezek a vetiiletek un. , kettds veti-
tésen” alapulnak [Bugayevskiy, Snyder, 1995]:
az ellipszoidrol els 1épésben egy minimalis
hossztorzulasu gombvetiilettel tériink at a meg-
feleld Gauss-gomb feliiletére, majd a gdmbrol a
sikra ferdetengelyli, szogtartd hengervetiilettel.
Mindkét 1épés szogtartdé mddon van megvalo-
sitva, igy a két leképezés egyiittesen is szogtar-
t6. Mivel Magyarorszagon 1975-ben az EOV-t
rendszeresitették [MEM OFTH, 1975], ezért a
hossztorzulasi viszonyok vizsgalatat erre a ve-
tiiletre fokuszaltam.

Tekintsiik adottnak ezeket az alapelveket Ma-
gyarorszag teriiletének topografiai abrazolasahoz.
Vannak azonban a vetiiletnek olyan paraméterei,
amelyek modosithatok anélkiil, hogy a vetiilet
alapvetd tulajdonsagai megvaltoznanak. Mind a
Fasching-féle ferdetengelyli, szogtartdé henger-
vetiilet, mind pedig az EOV esetén ezeket a para-
métereket valamilyen modon rogzitették konkrét
értékekkel, de felmeriil a kérdés, hogy ha pusztan

Ferdetengelyii szogtarto
hengervetiiletek
hossztorzulasanak vizsgalata

Juhasz Péter
MTA SZTAKI

a fenti feltétel teljesitése a cél, akkor talalhatunk-e
kedvezdbb paramétereket.

Mik is ezek a paraméterek? A gombvetiilet
esetén egyetlen paraméter van, a normalszélesség
(Id. Figgelék). A hengervetiilet esetén szintén a
Fiiggelékben talalhato képletek alapjan 3 para-
méterrol beszélhetiink. Az egyik az m-mel jelolt
vetiileti méretarany-tényezo, amit 1-nél kisebbnek
valasztva az ,,érintd”’ elhelyezésli hengervetiilet-
bol ,,metszd” elhelyezési lesz. A masik két para-
méter a segédegyenlitd és a segéd-kezddémerididn
(ami egyben egy valodi merididn is) térképi met-
széspontjaban elhelyezkedd vetiileti kezddpont
(. dbra) két foldrajzi (gombi) koordinatija (¢, a
szélessége, A, a hosszlsaga) [Gyorffy].

1. abra A vetiileti kezdépont valodi
hengervetiileteknél

Esetiinkben egy paraméterharmast akkor te-
kinthetiink jobbnak egy madsiknal, ha a ko6zos
abréazolt tertileten kisebb a linedrmodulus 1-tdl
valo eltérésének maximuma. Ez az érték fejezi
ki ugyanis a legegyszeriibben azt, hogy a leg-
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kedvez6tlenebb helyen mennyire nem hossztartod
a vetiilet.

Az EOV esetén ez az érték kicsit nagyobb,
mint 2,5/10000. Az orszag északkeleti hatar-
szakaszan talalhatd a vetiiletnek az a pontja, ahol
a linearmodulus értéke felveszi a maximumat
(2. dbra).

Eip)

3/10000
2/10000
1,5/10000
1,2/10000
1,1/10000
1/10000
0,5/10000

2. abra Az EOV hossztorzuldsi viszonyai

Ennek fényében jogos a kérdés, hogy a para-
méterek mas megvalasztasaval nem csokkenthe-
tok-e jelentésen a hossztorzuldsok. Vizsgalataim
soran az dertilt ki, hogy ha csak az emlitett para-
métereket valtoztatjuk, vagyis a vetiilet alapvetd
szerkezetét megtartjuk, akkor is 1ényegesen javit-
hatunk a 2,5/10000-en. Konkrétan ezt az értéket
kevesebb mint a felere, 1,12/10000 ala lehet csok-
kenteni, ami mar éppen hogy csak meghaladja az
elméletileg elvart 1/10000-et. Ez természetesen
nem jelenti azt, hogy egy ilyen médositott vetii-
leti rendszer bevezetése indokolt lenne, hiszen
sok egycb szempont sz6l az EOV tovabbi alkal-
mazasa mellett.

2. A vizsgalat mddszere

A hossztorzulasok vizsgalatanak lefolytatasa-
hoz sziikségem volt az orszaghatar pontjainak
alapfeliileti koordinataira. A FOMI kutatasi és
oktatasi célokra az ELTE Térképtudomanyi és
Geoinformatikai Tanszék rendelkezésére bocsa-
tott egy 2885 pontbol alldé adatbazist, mely tar-
talmazza Magyarorszag hatarpontjainak EOV-
koordinatait. Ez a valddi orszaghatar pontjainak
egy olyan ritkitott halmaza, amelyre igaz, hogy
maguk a hatarpontok 1 m élességgel adottak,
illetve a hatar minden pontja legfeljebb 20 m-re
van a hatarpontok altal kifeszitett téréttvonaltdl.
Els6 1épésben ezt az adatbazist felhasznalva sza-
mitottam ki a hatarpontok ellipszoidi (IUGG '67)
koordinatait.

Az optimalis vetiiletek megtaldlasa tobbval-
tozds valos fiiggvények szélsdértékének keresé-
sét jelenti. A valtozok a vetiilet paraméterei, a
fliggvényérték pedig az igy kapott vetiilet esetén
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adddd linearmodulusok 1-tél vald eltérésének
maximuma Magyarorszag tertiletén.

Ezek alapjan az optimalizalast a Nelder-Mead-
féle Gn. ,,downhill simplex” modszerrel végez-
tem [Nelder, Mead, 1965].

Tekintstik rogzitettnek, hogy az abrazolando
tertilet Magyarorszag terlilete és vezessiik be a
kovetkezd jelolést. Mivel az EOV alapfeliilete az
IUGG '67 ellipszoid, igy errdl az ellipszoidrdl a
sikra képezd szogtartd f fiiggvény esetén jeldlje
¢Ap) a p pontban fellépd linedrmodulus 1-t6l valé
eltérésének abszolut értékét, &' pedig ezeknek az
értékeknek a maximumat Magyarorszag teriiletén.

3. A gombvetiilet paramétere

A gombvetiiletnek egyetlen paramétere van,
ami befolyasolja a maximalis hossztorzulast, ez
pedig a normalparalelkér. A normalparalelkort
az EOV esetében az ellipszoidon 47°10"-nek va-
lasztottak. Ebben az esetben a maximalis hossz-
torzulas értéke

L0 = 1,00000003435.

A normalparalelkort megvaltoztatva csak mini-
malis javulas érhetd el. Az egyvaltozos fliggvény
szélséértékét egyszerli numerikus mddszerekkel
megallapitva addodik, hogy a normalszélesség

D, =47,161433275°,

értéke esetén kapjuk az optimumot. Amint latha-
to, a @, értéke alig tér el az eredetileg valasztott
47,16°-t61, a maximalis hossztorzulas értéke pe-
dig 1,00000003418-ra csokken.

Osszefoglalva tehat a gsmbvetiilet normalpara-
lelkorének szélessége nagyon csekély mértékben
valtoztatja meg a torzulasi viszonyokat, de a to-
vabbiakban az itt kapott legjobb értéket felhasz-
nalva folytatom az optimalizalast.

4. A hengervetiilet paramétereinek
optimalizalasa

Az eldzo6 fejezetben kapott eredménybdl kovetke-
zik, hogy lényeges javulast csak a hengervetiilet
paramétereinek optimalis megvalasztasatol var-
hatunk.

A hengervetiilet bevezetdben targyalt harom
paraméterét eredetileg a kovetkez6 mddon va-
lasztottdk meg: m = 0,9993, ¢, = 47,1°, illetve
Ao = 0° Ezek mellett a paraméterek mellett a ma-
ximalis hossztorzulas értéke:
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L= 1,00025620752.

Egy negyedik, modosithatd paraméternek te-
kinthetnénk a kezdOmeridian azimutjat, vagyis
hogy a kezd6émeridiant elforgatjuk a jelenlegi
északi iranyhoz képest, igy nem tartjuk be azt a
konvenciot, hogy a segéd-kezdémeridian athalad
az Eszaki-sarkon. Ekkor tehat ez a segédmeridian
nem lenne valddi meridian.

Erdemes azonban észrevenni, hogy ez nem
eredményez Uj szabadsagi fokot. Ha ugyanis
adott egy tetszdleges vetiileti kezd6pont és egy
azimut, amivel a segéd-kezddémeridian eltér az
északi iranytol, akkor ehhez létezik olyan vetiileti
kezd6pont Eszaki-sarkon éathaladé kezdémeridi-
annal, aminek esetén a szokasos segédegyenlitd
épp az eldzd konstrukcidban 1étrejove segéd-
egyenlitével esik egybe. Marpedig a segédegyen-
lit6k egybeesése esetén a torzuldsi viszonyok
megegyeznek. Ennek oka, hogy a hengervetiilet
linedrmodulusa csak a segédszélességtdl fligg
(aranyos 1/cosg'-vel). Ezek alapjan a feladat ar-
ra a kérdésre egyszerilisédik, hogy hogyan kell
megvalasztani a redukcios tényezot és a vetiileti
kezdépont koordinatainak értékét, hogy ¢ mini-
malis legyen.

4.1. A vizsgalat eredménye

A haromvaltozos fliggvény szélséértékének meg-
hatarozasa tehat a feladat. A legkedvez6bb hossz-
torzulast akkor kapjuk, ha

m =0,9998886587,
@, = 48,4205621109°,
Ay = 17,7071567991°.

Ezt a 4t persze ugy kell érteni, hogy az erede-
ti (gellérthegyi) kezdémeridianhoz képest ennyi-
vel kell keleti irdnyban elmozgatni a kezdépontot.
Ebben az esetben a hossztorzulas értékének 1-t6l
valé maximalis eltérése:

&7 =10,00011133912898.

Az igy kapott kezdépont Kelet-Ukrajnaban ta-
lalhaté (3. abra).

Ez tehat azt jelenti, hogy a redukalt, ferde-
tengelyli, szogtartd hengervetiiletben az erede-
tileg tobb mint 2,5/10000-es értéket egészen
1,12/10000 ald lehet csokkenteni ugy, hogy a
vetiilet alapvetd jellegét és az alapfeliiletet nem
valtoztatjuk meg.

e il

3. dbra Az uj vetiileti kezddpont és a segédegyenlité
elhelyezkedése

4.2. A kapott vetiilet elemzése

Erdemes megvizsgalni a kapott vetiiletet. Ha csak
azt vessziik figyelembe, hogy ¢ értéke minimalis
legyen, akkor kétségkiviil ez a legkedvez6bb meg-
oldas. Azonban latva a vetiilet torzulasi grafikon-
jat (4. abra) felmeriilhetnek egyéb szempontok is.
Ez a vetiilet ugyanis az orszag teriiletének kdzépso
savjaban nem teljesiti az 1/10000-es feltételt, mig
az EOV ezt teljesitette. S6t az izovonalas térképe-
ken az is latszik, hogy az 1ij vetiilet kisebb teriile-
ten teljesiti az 1/10000-es feltételt, mint az EOV.
Ezeknek az észrevételnek megfelelden négy
tovabbi esetet vizsgalok meg. Az egyik az az
egyszerti eset, amikor a vetiileti kezd6pontot
nem valtoztatjuk. A masodikban a vetiileti méret-
arany-tényezot 1-nek valasztjuk. Ekkor a segéd-
egyenlit6tdl tavolodva egyre nonek a henger-
vetiilet hossztorzulasi értékei. (Ezt minimalisan
moédositja a gombvetiilet altal hozzaadott torzu-
las.) A harmadik esetben az optimum keresésé-
nél azt tlizziik ki célul, hogy az orszag ,,bels6”
teriiletén a vetiilet mindenképpen feleljen meg
az 1/10000-es kovetelménynek. A negyedik eset-
ben pedig egy olyan vetiiletet probalunk talalni,
ami nem annyira kedvez6 a & értékét tekintve,
viszont az orszag teriiletének jelentds részén a

Zip

3/10000
2/10000
1,5/10000
1,.2/10000
1,1710000
1/10000
0,5/10000

4. dbra A &fy (p) értékei az optimdlis vetiilet esetén
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hossztorzulas nemhogy 1/10000 alatt van, hanem
a 0,5/10000-et sem haladja meg.

4.3. Ha a kezdépontot nem modositjuk

Természetes kérdésként meriil fel, hogy mi &
legkedvezobb értéke abban az esetben, ha a ve-
tiileti kezddpontot nem modositjuk. Ekkor csak
a vetiileti méretarany-tényez0 marad paraméter-
ként, vagyis ismét egy egyvaltozos szélsdérték
problémahoz jutunk. Ezt numerikus modszerek-
kel megoldva kapjuk, hogy

m = 0,99983691382346
esetén lesz optimalis & értéke, és ekkor
&7, =0,000016308744726801.

Ez azt jelenti, hogy mar a vetiileti méretarany-
tényez$ optimalizalasaval jelentds javulast lehet
elérni. A pontos hossztorzulasi viszonyokat az
5. dbra mutatja.

ip

3/10000
2/10000
1,5/10000
1,2/10000
1,1/10000
1/10000
0,5/10000

5. abra A &y (p) értékei, ha a kezddpontot nem
mdodositjuk

4.4. Ha a vetiileti méretarany-tényezé 1

A masodik esetben tehat rogzitsik az m=1 ér-
téket. Ez azért érdekes, mert ekkor a ,vetités”
masodik 1épésében a jol ismert Mercator-vetiilet
ferdetengely(i valtozatat alkalmazzuk.

Ekkor tehat mindossze a kezddpont koordina-
tait kell optimalisan megvalasztani. Ezt az alabbi
paraméterekkel érhetjiik el a legkedvezdbben:

@, = 48,4192503398445°,
Ao = 17,6994454187773°.

Ekkor
Ekfz =0,000222699987314057.

Ebbdl lathatd, hogy ennek a verzidonak mind-
Osszesen annyi az elénye, hogy a Mercator-
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vetiiletet alkalmazzuk, hiszen & r értéke alig
kedvezobb, mint az EOV esetében. A hossztorzu-
lasi viszonyokat az 6. dbra mutatja.

3/10000
2/10000
1,5/10000 (=
1,2/10000

1,1/10000

1/10000
0,5/10000

6. dbra A &, (p) az m = I esetben

4.5. Az orszag kozépso teriiletére
koncentralva

A harmadik esetben azt szeretnénk elkeriilni, amit
az optimalis vetiilet esetén tapasztaltunk, neveze-
tesen, hogy az orszag k6zépso savjaban (a henger-
vetillet segédegyenlitéje kornyékén) &(p) értéke
meghaladja az 1/10000-et. A vetiileti kezddpontot
meghagyva, csak a redukcios tényezot valtoztatva
ezt az alabbi paraméterekkel érhetjiik el gy, hogy
a & értéke alig romlik az optimélishoz képest:

m =0,9999000005,
@, = 48,4205621109°,
Ao = 17,7071567991°.
Ekkor
fkf3 =0,000122683466271312.

A hossztorzulasi viszonyokat a 7. dbra mutatja.

Eipy

3/10000
2/10000
1,5/10000 (=
1,2/10000

1,1/10000

1/10000
0,5/10000

7. abra Az orszag kozépsé teriiletén a Cry (p) értéke
1/10000 alatt marad

4.6. Nagy teriileten nagyon kedvezo vetiilet

A negyedik esetben egy olyan vetiilet adodik,
amelynek az a szerencsés tulajdonsaga van, hogy
az orszag teriiletének nagy részén a linearmodu-
lus 1-t61 valo eltérése 0,5/10000 alatt marad. En-
nek persze az az 4ra, hogy & értéke nem annyira
kedvezd. Javaslatom az alabbi paraméterhalmaz:
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m = 0,99995,
®, = 48,4205621109°,
Ay = 17,7071567991°.
Ekkor
fkf4 =0,000172694101421733.

Vagyis jelentdsen megnott & értéke. A hossz-
torzulasi viszonyokat a 8. dbra mutatja.

E(p)

316000
2/16000
1,5/10000
12710000
1,1/10000
1710000
0,5/10000

8. dbra Az orszdg nagy részén a &, (p) értéke
0,5/10000 alatt marad

5. Konkluzié

A vizsgalat eredményeit a kovetkezoképpen lehet
Osszefoglalni:

o A gombvetiilet paraméterét nem érdemes
megvaltoztatni, mert az optimalizaldssal
elért javulas elenyészo.

e Ha a hengervetiiletnél csak a vetiileti méret-
arany-tényez0 értékét optimalizaljuk, akkor
is jelentds javulast tapasztalunk.

e Ha ezen kiviil még a vetiileti kezdépontot
is elmozgatjuk és optimalis helyen vessziik
fel, akkor a linearmodulus 1-t61 vald elté-
résének maximuma az eredetihez képest
kevesebb mint a felére csokkentheto.

FUGGELEK — az EOV vetiileti egyenletei
A gombvetiilet egyenletei

Jelolje @, az ellipszoidi, mig ¢, a gobmbi normal-
paralelkor szélességét, e az ellipszoid numerikus
excentricitasat, e’ pedig a masodik excentricita-
sat, M a meridian gorbiileti sugarat, N pedig a
harantgorbiiletet.

g®, = \1+e”cos’®@,1g0,

nsing, = sin®,
ne

o 2
g AN Ktg" T8 ﬂ
4 2 4 2 N\l+esin®d,

VM (®,)N(®,)

R =

Ha ®, -t rogzitjiik, akkor ezek alapjan megkap-
juk a tobbi paraméter értékét is. Ez

D, =47° 7 =47,16°
esetén az alabbiakat adja:

@, =47°7'20,0578" = 47,122238277°,
n =1,0007197049

K =1,0031100083

R =6379743,001 m

A hengervetiilet egyenletei

Felhasznalva a gombvetiiletnél kapott simulo-
gomb sugarat, illetve az EOV-hez vélasztott

m=0,99993

értéket, a vetiileti egyenletek a kovetkezok:

X = Rmlntg T, e
4 2

y = Rml'

ahol ¢’, illetve A’ a segédfoldrajzi koordinatai a
megfeleld pontoknak. Ezeket a

sing’ = cosg,sin @—sin ¢, cos pcos A
. cos gpsin A
sin A’ @7/
cos @

képletekkel kaphatjuk meg [Stegena, 1988].
A ferdetengelyt, érintd, szogtartd vetiilet (HER,
HKR, HDR) vetiileti egyenletei megegyeznek ez-
zel, azzal a kis kiilonbséggel, hogy ott m = 1.
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Linear distortion of oblique conformal
cylindrical projections
Juhasz, P.

Summary

Oblique conformal cylindrical projections played
and play an important part in topographic map-
ping in Hungary. They are used as second pro-
jection of a Gauss system (double projection). A
Gauss system has several parameters depending
on the second part of it. This article examines
these parameters, finds the best parameterset
to minimize the maximum of the linear distor-
tion on the represented area. In addition the au-
thor suggests some other possible parametersets,
which ensure favorable linear distortion on the
area of Hungary.

Budavdr és Krisztinavaros

(Magyarorszdg és Erdély eredeti képekben, Darmstadt 1856, Lange Gusztav Gyorgy)
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