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4. A Theoria Combinationis hozzajarulasa
a varhato értek és szoras fogalom
kialakulasahoz

A tudomanytorténeti irodalomban talalhatd sza-
mos olyan tanulmany (pl., [29]), amelyek fog-
lalkoznak a statisztikdban siirtien szoba keriil6
mintakézép fogalmanak kialakuldsaval. Viszont,
érdekes moddon, tudomdsom szerint nem fog-
lalkoztak a valdszinliségelméletbeli értelemben
vett varhato érték fogalom kialakulasanak tor-
ténetével. A forras irodalmat tanulmanyozva,
a kovetkezdket allapitottam meg. Laplace [20]
konyvében nem taldltam meg a vdrhaté érték
targyalasat. Ennél sokkal késdébbi, igen részletes
és terjedelmes valdsziniiségelméleti tankonyv
a Czuber [8] konyve. E konyvben is hasonlo
a helyzet. Csebisev [5] angol nyelvi forditasa-
ban a kovetkez6 olvashato: ,, ... If we agree to
speak of the mathematical expectation of any
magnitude as the sum of all the values which it
may assume multiplied by the respective proba-
bilities, ...” (,...Amennyiben megallapodunk,
hogy tetszbleges ,,Magnitude” [itt ,,magnitude”
a valoszintiségi valtozot jelenti] matematikai var-
hatd értékeként a “Magnitude” minden egyes
lehetséges értékét hozzatartozo valdszinliségé-
vel szorozva kapott tagok Gsszegét értjiik, akkor
...7). Rovidség kedvéért, itt nem idézziik a teljes
mondatot, hanem csak azon részét, amely a vadr-
hato érték fogalomra vonatkozik. A széban forgd
mondatrészbol két dologra lehet kovetkeztetni:
(i) abban a specialis esetben, amikor egy valo-
szinliségi valtozo csak véges szamu lehetséges
értékekkel rendelkezik, akkor Csebisev szaba-
lyos modon adja a vdrhato érték definicidjat; (ii)
Csebisev feltételes formaban megfogalmazta a
fenti definiciot, s ebbdl az is kovetkezik, hogy a
definicié nem volt egy teljesen elfogadott illetve
egy szokasos dolog; (iii) e két kovetkeztetéshez

még hozza kell tenni, hogy Laplace és Gauss va-
16szintiségi munkaitol teljesen eltérd mdodon Cse-
bisev dolgozataban egyetlen egyszer se szerepel
a hiba illetve a mérési hiba kifejezés. A mérési
hiba helyett Csebisev a ,,Magnitude” (mennyi-
ség, terjedelem) illetve ,,Quantity” (mennyiség)
kifejezéseket hasznalja. Ez azt jelenti, hogy Cse-
bisev nem a hibaelmélettel, hanem egy magétdl
valoszintiségelmélettol fakadd kérdéssel foglal-
kozott. Ha azonban az ember azt gondolna, hogy
a valdszinliségi valtozdt ,,szimbolizald” mérési
hiba helyett egy matematikai fogalom mar is
megjelent, ez tévedés lenne, hiszen Csebisev a
diszkrét valdszinliségi valtozd véges specidlis
esetével foglalkozott. Viszont, ahogyan ¢l6z6
paragrafusban részletesen kifejtettilk, Gauss a
valdszintliségi valtozot tejességgel definitiv mo-
don vezette be a hibaelmélet ,,nyelvén”. Ezutan,
Gauss a ,,Theoria Combinationis” 6. paragrafu-
saban a kovetkezoképpen foglalkozik a vdarhato
értek és a szérds definitiv bevezetésével: ,, The
integral [ xpx.dx, the mean value of x, indicates
the presence or absence of constant error, as well
as its magnitude. Similarly, the integral [xx¢px.dx
taken from x = —o to x = +oo (the mean square
of x) seems the most appropriate to generally
define and quantify the uncertainty of observa-
tions. Thus, given two systems of observations
which differ in their likelihood, we will say that
the one for which the integral [xx¢x.dx is smaller
is the more precise.” (Az ic(px.dx integral, amely
az x kozépértéke, megmutatja az allandé hiba
jelenlétet vagy hianyat, valamint annak nagysa-
gat. Hasonloképpen, ugy tiinik, hogy az [xxex.
dx integral, amely x =-—o0-t6l x = +oo-ig terjed,
(az x kvadratikus kozépértéke) a legalkalmasabb
a mérések bizonytalansdganak szamszerusitésére
illetve 4ltalanos definidldsara. Kovetkezéskép-
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két mérési rendszerben, azt mondhatjuk, hogy az
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a pontosabb, amelynél az [xxpx.dx integral értéke
kisebb.”). Ezek az idézetek a hozza kapcsolodo
kifejtéseimmel egyetemben vilagosan megmutat-
jak, hogy Gauss mar szigoru matematikai defini-
cidként vezetette be a valosziniiségelméleti érte-
lemben vett vdarhato értek és szoras fogalmakat.

5. Csebisev-egyenlétlenség eredete és annak
geodéziai, illetve hibaelméleti vonatkozasa

Manapsag minden szinvonalas valdsziniiségel-
méleti tankOnyvben, vagy olyan valdszinliség-
elméleti monografban, amely valdsziniliségi val-
tozdk sorozatanak konvergencidjaval foglalkozik
megtalalhato az alabbi egyenldtlenség.

P(EE©)>e) <D*(9)/e’ (.

Ez az egyenlotlenség Csebisev-egyenldtlenség
néven ismert. Csebisev 1867. évi [5] ([6]) eredeti
dolgozatdban harom tétel talalhatd. Az elsd té-
telben Csebisev az (5.1) egyenlétlenséget véges
szamu lehetséges értékekkel rendelkezd valoszi-
niiségi valtozok dsszege esetében bizonyitja. Ez a
specialis eset lehetdvé teszi azt, hogy a bizonyitas
kizarolag elemi algebrai miiveletekkel tortén-
hessen, de egyébként technikailag igen hosszu a
bizonyitas. A masodik tétel — 1ényegében véve-az
elsd tétel egy kovetkezménye, miutan az elsd
tételbeli Osszeget szamtani kozéppé alakitja at.
A harmadik tétel szintén a masodik tétel direkt
kovetkezménye. Itt a masodik tételben szerepld
valdszintségi valtozok szaméanak végtelenhez
torténd hatarértek atmenetével foglalkozik. Aho-
gyan mi ma mar tudjuk, ez nem mas, mint valo-
szinliségi valtozok szamtani kozépre vonatkozo
nagy szamok torvénye. igy ez a harmadik tétel
a dolgozat célja is. Meg is jegyezi, hogy ebbdl a
tételbdl rogton kovetkezik a Bernoulli-féle nagy
szdmok torvénye, amely azt allitja, hogy egy vé-
letlen esemény relativ gyakorisaga stabilizalodik
a szdban forgd esemény valoszinlisége koriil, ha a
véletlen kisérletek szama tart a végtelenhez.

Most (5.1) egyenldlenséget matematikai preciz
formaban, de (5.1)-tdl egy kicsit eltéré mddon fo-
galmazzuk meg.

Csebisev-egyenlétlenség: Ha egy & valoszinii-
ségi valtozonak van szordsa, akkor fenndll, hogy

P(|e £) > D))< -

S (5.2)

ahol L > 1.
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a) Megjegyzés: Eredetileg Csebisev a valoszi-
nlségi valtozok Osszegére vonatkozolag ebben a
formaban fogalmazta meg az egyenlétlenséget,
de az is igaz, hogy nem ilyen altalanos valoszint-
ségi valtozora vonatkozott.

A Theoria Combinationis-ban Gauss (a mo-
dern jelolésre atalakitva)

P(e|<at)= [o(x)dx,
ahol ¢(x) unimodalis (egy cstcsos) ¢s az origdra
szimetrikus (siirtiség) fliggvény és A > 0, valoszi-
niiségének az egyenldtlenséggel torténd becslé-
sével foglalkozott. A Gauss altal talalt egyenlot-
lenség modern valdszinliségelméleti fogalmazasa
(Crameér [7] atfogalmazta) a kovetkezo:

(5.3)

4
P(‘é}m‘zkt)s W,k >0,7 >0, (5.4)
ahol m a ¢(x) figgvény moddusza ¢és
2= +(m—EE) (Gaussndl m=E()=0
volt). Ezt a egyenldtlenséget az (5.2) egyenlét-
lenséggel Osszehasonlitva, azt mondhatjuk, hogy
a Csebisev-egyenlotlenségnél csaknem 50 évvel
korabban, pontosabban az 1821-ben, vagyis éppen-
séggel Csebisev sziiletésének évében Gauss be-
bizonyitotta a hires Csebisev-egyenldtlenséget az
unimodalis és az origéra szimmetrikus folytonos
eloszlasra vonatkozodlag. Itt az a Iényeg, hogy kii-
16nb6z6 célbdl indulva, hasonlo egyenldtlenséghez
jutottak. Gauss hiba valdszintiségének becslésére
adott korlatot. Egyébként, a Csebisev-egyenldtlen-
ség a valdszinliségi valtozonak a varhato értékétol
valé abszolut eltérésének valoszinliségére, vagyis
a hibaelmélet terminologiajaval élve, a hiba valo-
szintiségére ad becslést. Tehat a modern valoszi-
niiségelmélet €s annak alkalmazéasaban igen fontos
szerepet jatszo Csebisev tipusi egyenl6tlenséget
Gauss fedezte fel elészor, és pedig unimodalita-
si szoritds révén sokkal szorosabb, pontosabban
majdnem 50%-kal szorosabb becslést adta.

b) Megjegyzés: 1853-ban, (tehat Csebisevnél 14
évvel elétte), Irenée-Jules Bienaymé (1796—1878),
[3] a francia statisztikus, bebizonyitotta a Csebi-
sev-egyenlotlenséget altalanos formaban. E dolgo-
zat cimébdl is lathato, hogy az egyenldtlenségének
motivacidja szintén a hibaelmélet volt. Tehat, mind
a Gauss-egyenldtlenség, mind a Bienaymé-féle
egyenlotlenség inditéka az asztronomia és geodé-
zia igénye vagyis a hibaelmélet volt.
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c) Megjegyzés: A Bernoulli-féle nagy szamok
torvénye az esemény-valosziniisége relativ-gya-
zasaval foglalkozik. Csebisev [5,6] célja ennek a
Bernoulli féle nagy szamok torvényének altala-
nositasa, illetve az ehhez sziikséges matematikai
eszkoz feldolgozasa volt. Igy Csebisev az egyen-
16tlenségét nagy szamok torvényének alakjaban
fogalmazta meg. Ebben az alakban a modern
valdsziniiségelméletben a Csebisev-egyenl6tlen-
ség bizonyult igen hatékony eszkdznek a valdszi-
példaul a nagy szamok torvényeinek késobbi
altalanos esetek bizonyitdsanal. Ez a Csebisev-
egyenldtlenség a matematikdn beltli ,,alkal-
mazasa” vagyis, pusztan elméleti alkalmazas.
Egyébként, a Csebisev tipusi egyenldtlenségek
tanulmanyozasa még napjainkban is egy kutatasi
tertilet [2,9,26].

6. Kovetkeztetések

A jelen dolgozatban kifejtett észrevételeim, il-
letve megallapitasaim tudomanytorténeti szem-
sz0gbdl 1) eredmények, igy ezek hozzajarulnak
a geodéziai torténetéhez, s némi fényt vetnek a
geodézia és matematika kapcsolatanak torténel-
mi gyokerére és a hibaelméletnek a valdsziniiség-
elmélet fejlodésére gyakorolt hatasanak korrekt
megértésére. Ezeknek az eredményeknek ismé-
telt 6sszefoglald gyananti Gjra torténd felsorolasat
foloslegesnek tartom, miutdn az el6z6 négy pa-
ragrafus konkrét probléma-orientalt jelleglien ta-
golddva felépiilt szerkezetébol konnyen lathatdak
az észrevételeim, illetve megallapitasaim.

A valdszinliségelmélet és a matematikai sta-
tisztika torténetével foglakozé tanulmanyok tul-
nyomo része Ugy elemzi a kutatasi targyat ké-
pezd anyagot, hogy a sztochasztikus jelenség,
azaz ,véletlenszerliség” és a determinisztikus
jelenség kozotti eltérésének altalanos jellemzoi
jobban domborodjanak ki. A jelen dolgozatban
ezzel szemben, a valdsziniiségelmélet konkrét
fogalmait, nevezetesen a valdsziniiségi valtozo
és hozzé szorosan kapcsolédé néhany alapfoga-
lom kialakulésat, illetve azok fejlodését torté-
nelmi forrasokon keresztiil nyomon kévettem, s
ennek a folyamatnak keretén belill sok minden
konkrétan és tisztan lathato volt. Ez a hozzaallas
onmagaban is érdekes és egy Uj mddszertani
elemet képez a feltart 0j tények mellett. Ehhez
sziikkség volt sok forras anyag Osszehasonlitd
elemzésére.

Szeretném itt megjegyezni, hogy a tudomany-
torténeti tények és az igazsag feltdrdsa nem egy
konnyt tevékenység, hiszen sok-sok aprdlékos és
faradtsagos munkaval jar. Végezetiil, ¢ vonatko-
zasban illetve ilyen kutatas jelentdsége kapcsan
idézem Karl Pearson-nak, a modern statisztika-
tudomany egyik alapitdjanak, egy gondolat-éb-
resztd megfigyelését: ,,The history of statistics
has never yet been properly written. As in so
many cases of so-called “histories,,, writers are
content to accept what their predecessors have
asserted, just as Galen’s statements of 200 A.D.
may be found in the anatomical textbooks of to-
day and you can trace the errors through 1700
years, because nobody has gone back to read the
original sources and very few people have taken
or will take the trouble to do it”[28]).(,,A statisz-
tika torténetét ez idaig nem sikertilt jol megirni.
Abban a sok dolgozatban, amelyek gy nevezett
Htorténetekrol” szolnak, a szerzok az elddeik
megallapitasaival minden tovabbi nélkiil egyet-
értenek. Ilyen modon, példaul mai anatomiai tan-
konyvekben is akadnak a II. szazadi Galen-nak
téves megallapitasai, s ilyen jellegli tévedések
1700 éven keresztiil kisértek minket, mivel nem
tanulmanyoztak alaposan az eredeti forras anya-
got, ezt a faradsagot nagyon kevesen vallaljak, és
varhatoan a jovoben is igy lesz.”).
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Summary

In part I the historical development of the tran-
sition process from the mathematical models of
measurement errors in astronomy and geodesy to
the concept of random variable in modern proba-
bility theory was amongst others analyzed with
special relevance to Theoria Combinationis Ob-
servationum Erroribus Minimis Obnoxiae, Pars
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Prior, Pars Posterior, Supplementum by K. F.
Gauss. The present paper, i.e., Part II is the con-
tinuation of Part L.

We carried out a comparative analysis of ways
of occurrences of the concept of mathematical
expectation in works by Laplace, Poisson, Czu-
ber, Gauss, Chebyshev and others. As a result of
the analysis it is established that it is Gauss who
first arrived at the modern standard of definitive
consideration of the concept. The same can be
observed for the case of variance, too.

Essentially speaking, it is known that the origin
of Chebyshev inequality can be traced back to
Gauss and Bienaymé. However, the nature of dri-
ving force behind these inequalities, especially in
the case of Gauss and Bienaymé has yet not been
studied in a proper way. Clarifying these issues,

we revealed amongst others that the inequalities
of both Gauss and Bienaymé originated from geo-
desy and astronomy in the sense that they contri-
buted to the theory of errors. For geodesists and
astronomers, it is surprisingly interesting fact.

Studies on questions of historical develop-
ments in probability and statistics are usually
revolved around the rather general framework
of the interplay between the deterministic and
stochastic issues. The approach in the present
paper is quite different: several concrete basic
concepts were first selected, and then we pro-
ceeded to trace back to the formation process
of these concepts in fundamental source works
and compared the occurrences of the concepts.
This approach conveys a novelty in methodolo-
gical attitude.
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Egyéni tamogat6k névsora
(a 2006. majus 10-ig tortént befizetések alapjan)

1. Arvolt Gyula 11. Ajtay Sdndor
2. Dr. Forgdcs Zoltdn 12. Dr. Mihdly Szabolcs
3. Dr. Berencei Rezsé 13. Apagyi Géza
és felesége 14. Hetényi Ferencné
4. Meggyesi Ferenc 15. Zsdmboki Sdndor
5. Geofor Kft. 16. Winkler Péter
6. Dr.Bogndrné Nagy 17. Dr. Biro Péter
llona 18. Bartos Ferenc
7. Agfalvi Andrds 19. Bolla Gyula
8. Csiffdri Ndndor 20. Cseké Erné
9. Dr. Detrekéi Akos 21. Osské Andrds

10. Dr. Kdrpdt Jozsef
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