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Eloszo

A. M. Legendre francia matematikus és K. F.
Gauss német matematikus és geodéta, egymastol
fuggetlentil fedezte fel a legkisebb négyzetek
moddszerét, amely a csillagaszati és geodéziai
mérési adatok matematikai feldolgozasaban fon-
tos szerepet jatszott és jatszik ma is. A legki-
sebb négyzetek mddszere Gauss-féle valtozata-
nak nagy jelentdsége abban all, hogy Gauss a
valoszinliségelmélet és matematikai statisztika
keretén beliil helyezte a modszert, és ezaltal nagy
Iépest tett meg az adatfeldolgozasi matematika
mind elméleti és mind gyakorlati eszkozeinek
fejlédésében.

Ma a valdészintiségelmélet és a matematikai
statisztika terjedelmes tudomany; a geodézia
az egyike azoknak a teriileteknek, ahol a va-
l16sziniiségelmélet és a matematikai statisztika
moédszerét széles korben hasznaljak. gy, a va-
l6szintiségelméleti és a matematikai statisztikai
gondolkoddasmdddal valé ismerkedés hasznos a
gyakorlati szakember szamara is. A szerz6 C. F.
Gauss: ,,Theoria Combinationis Observationum
Erroribus Minimis Obnoxiae, Pars Prior, Pars
Posterior, Supplementum” valdsziniségelméle-
ti vonatkozasat tudomanytorténeti szempontbol
vizsgalja, ismerteti az eredményeit két részben.
A jelen dolgozat a tanulmany az elsd része.

1. Bevezetés: hattér és motivacio

Pontosan 185 éve, azaz 1821. februar 15-én
a Gottingeni Kiradlyi Tudomanyos Akadémian
(the Royal Society of Gottingen) Karl Friedrich
Gauss, a nagy matematikus ¢és geodéta tartott egy
eléadast, amelynek cime ,,Theoria Combinationis
Observationum Erroribus Minimis Obnoxiae,
Pars Prior, Pars Posterior, Supplementum” volt.
Par évvel késobb latott napvilagot ez az eldadas

a Gottingeni Akadémia kézleményében. Ez a mi
hosszu ideig igen nagy hatéassal volt a geodéziara,
s azon belill a hibaelméletre ¢s a kiegyenlitsza-
mitasra, és ez talan még most is igy van. Ameri-
kaban a Classics in Applied Mathematics soroza-
ton beliil G. W. Stewart, University of Maryland
szamitastudomanyi professzora forditotta latin-
bél angolra, s 1995-ben a forditas Theory of the
Combinations Least Subject to Errors, Part one,
Part two, Supplement cimmel és parhuzamos la-
tin széveggel egyetemben meg is jelent. E klasz-
szikus mil az eredeti megjelenése utan csaknem
170 év elteltével torténd angol nyelvii forditasa
vildgosan mutatja a mi térténelmi-szakmai jelen-
tdségét, tul ezen, gazdagitja a tudomanytorténeti
kutatast egy paratlan forrasanyaggal. A szerzd
észrevette azt, hogy mind a Combinationis Ob-
servationum—ot mind a Theoria motus-t [11,
12] régota statisztikai (pl. legkisebb négyzetek
modszere, Gauss-Markov-féle tétel), numerikus,
geodéziai és egyéb alkalmazasi oldalakrol ta-
nulmanyoztak, mikézben a valdszintiségelméleti
alapfogalmak kialakulasa hosszu folyamatanak
tiikrében torténd kutatdsa majdnem érintetleniil
maradt. Ez a felismerés mar jo par évvel ezelott e
sorok ir¢jat az emlitett hidnyossag potlasara cél-
z06 kutatasokra 6sztonozte. Kovetkezésképpen, a
jelen dolgozat célja a Combinationis Observatio-
num a valoszinliségelmélet alapvetd fogalmai ki-
alakulasaban jatszott szerepének vilagossa tétele,
s ezaltal hozzajarulas a csillagaszati és geodéziai
tudomanyoknak a modern valészintiségelmélet
fejlodésére gyakorolt hatasa vizsgalatahoz.

A dolgozat tovabbi része az alabbi mddon épiilt
fel. A 2. paragrafus foglalkozik a Theoria Combi-
nationis valdszinliségelmélet alapvetd fogalmaira
vonatkozo részeinek attekintésével, illetve 6ssze-
foglalasaval. Ez a rész tovabbi részletes tanulma-
nyozasra nyujt lehetoséget. A 3. paragrafusban
a valdszinliségelmélet kialakulasaban a Theoria



Combinationis hozzéajarulasat tanulmanyoztuk.
A 4. paragrafus az elméleti értelemben vett var-
hato érték és szoras kialakuldsanak elemzésével
foglalkozik. Az 5. paragrafusban a Csebisev-
egyenldtlenség eredetét és annak hibaelméleti,
ill. geodéziai vonatkozasat részletezziik. Végiil, a
6. paragrafus foglalja 6ssze a tanulmany legfon-
tosabb eredményeit, illetve annak mddszertani
sajatossagait.

2. Theoria Combinationis Observationum
Erroribus Minimis Obnoxiae, Pars Prior,
Pars Posterior, Supplementum c. mii
szerkezete, tartalma és targyalas modja

A Pars Prior (az Els6 Rész) és a Pars Pos-
terior (a Masodik Rész) egységesen, de cim
nélkiil szamozott 40 kis paragrafusbdl épiil fel.
A supplementum pedig tovabbi 25 paragrafusbol
all. A Theoria Combinationis tehat 9sszesen 65
paragrafusbol all, s ezek koziil mindossze csak
az els6 14 paragrafus foglalkozik a valdszintiség-
elméleti kérdésekkel. Megjegyezziik, hogy az
eredeti latin nyelvii Theoria Combinationis-ban
a paragrafusoknak nincsenek cimei, azok csak
egyszeriien szamozva vannak. Némelyek igen
rovidek, és csak par mondatbol allnak. Gauss
Iényegre toro, egyszert és vilagos stilusban ir-
ta meg gondolatait, s ebbdl adodoan a cimek
is konnyen megfogalmazhatok, ha valaki val-
lalkozna erre. A Theoria Combinationis 0sszes
65 paragrafusara a cimeket a forditds soran G.
W. Stewart professzor a paragrafusok tartalma
alapjan fogalmazta meg. Tovabba, a forditd irta
az Afterwords-t (ut6szo) is. Ez a Theoria Com-
binationis-nak a statisztikai, linedris algebrai,
illetve a numerikus aspektusat foglalta Ossze.
A valdsziniségelméleti vonatkozasairdl tett meg-
jegyzései hasznosak, bar nem kutatasi jelleglick.
Az emlitett valdszintiségelmélettel foglalkozd 14
paragrafus cimei a kovetkezok:

Pars Prior/ Part One (az Els6 Rész)

1. Random and regular errors in obsevations (Véletlen
és szabalyos mérési hibak)

2. Regular errors excluded; their treatment (Szabalyos
hibak kihagyasa és kezelése)

3. General properties of random errors (A véletlen
hibak altalanos tulajdonsagai)

4. The distribution of error (Hiba eloszlasa)

5. The constant part or mean value of the error (Az
allando része, vagyis a hiba kozépértéke)

6. The mean square error as measure of uncertainty
(A kvadratikus kozéphiba, mint a bizonytalansag
fokmérdje)

7. Mean error, weight, and precision (K6zéphiba, suly
és pontossag)

8. Effect of removing the constant part (Az allandd
részének eltavolitasanak hatasa)

9. Interpercentile ranges and probable error;
properties of the uniform, triangular and normal
distribution (Inerkvartilis terjedelem és valoszinii
hiba; az egyenletes, haromsz6g és normalis
closzlas)

10. Inequalities relating to the mean error
and interpercentile ranges (A kozéphiba
és itnerkvartilis terjedelemre vonatkozo
egyenldtlenség)

11. The fourth moments of the uniform, triangular
and normal distributions (Az egyenletes,
haromszog és normalis eloszlas negyedrendi
momentumai)

12. The distribution of a function of several errors
(T6bb hiba fiiggvényeinek eloszlasa)

13. The mean values of a function of several errors
(Tobb hiba fliggvényeinek kozépértéke)

14. Some special cases (Néhany specialis eset)

E paragrafusok utan Gauss fokozatosan tér at a
statisztikai és numerikus jellegli kérdésekre, ami
emlékeztet a mai kiegyenlitészamitasok kony-
vének altalanos szerkezetére. Ha meggondoljuk,
hogy ez a mi 185 évvel ezeldtt irddott, akkor
konnyen felfoghaté Gauss zsenialitasa, illetve
munkdjanak geodéziai jelentésége. A most fel
nem sorolt paragrafusokkal, illetve azok tudo-
manyos torténeti aspektusaival tobben is fog-
lalkoztak. Viszont nem foglalkoztak a felsorolt
14 paragrafus valoszinliségelméleti vonatkoza-
saval. Ennek oka talan abban keresendd, hogy
a valosziniiségelméleti rész aranylag nagyon Kkis
része az egész munek. A tobbi részt (a legkisebb
négyzetek mddszerét, a statisztikai és numerikus
eljarasokat) a gyakorlatban kozvetleniil hasznal-
tak. Ugyanakkor a valoszintségelméleti kérdések
talan csak az elméleti hatteret szolgaltak.

3. A hibaelmélettdl a valésziniiségelméletig:
attekintés és észrevételek

Amennyiben a Gauss: Theoria Combinatio-
nis-t a valoszinliségi valtozé fogalom kialakula-
sanak hosszu folyamata tiikrében nézziik, akkor
e folyamat eddiginél jobb és vilagosabb megér-
téséhez juthatunk. Galileo Galilei (1564-1642),




a hires olasz tudds a hibaelmélet el6futara volt
abban az értelemben, hogy megfigyelte a hiba né-
hany véletlen jellegét, azonban nem tortént meg
annak matematikai megfogalmazasa [22, 23].
Thomas Simpson (1710—1761) tovabb Iépett azzal,
hogy megprobalta a hibaeloszlast matematikai-
lag leirni a haromszog eloszlas felhasznalasaval
[24]. Meg kell azonban jegyezni, hogy akkoriban
folytonos valdszintiségi valtozo fogalommal nem
voltak tisztaban, és igy a mérési hiba lehetséges
értékeit egymashoz igen kozelalld diszkrét érték-
ként képzelték, még akkor is, amikor valdjaban
folytonos eloszlast vizsgaltak.

P. S. Laplace (1749-1827) 1774-ben megjelent
dolgozataban azt talaljuk, hogy 6 volt az elso,
aki a folytonos valdszinliségi valtozo stirtiség-
fuggvényét ugy képzelte, mint egy tetszoleges,
nem negativ fliggvény és annak a teljes szam-
egyenesén vett integralja 1-gyel egyenl6 [19, 20,
25]. Ez mar a mai értelemben is szabatos, folyto-
nos valdszinliségi valtozd, azonban mégsem ugy
foglalkozott a valdsziniiségi valtozoval, mint egy
6nallé matematikai fogalommal. Laplace a mé-
rési hibakkal és eloszlasuk siirtiségfiiggvényével
foglalkozik ugy, mint manapsag a valdszini-
ségelméletben a valoszinlségi valtozokkal és
az eloszlas stlirtiségfiiggvényével. Ez vilagosan
megmutatja azt, hogy Laplace nagy 1épést tett
meg a hibaelmélettdl a valdszinliségelmélet felé
haladé aton. P. S. Laplace: Théorie analytique

des probabilités, 1812 c¢. konyve fontos mérfold-
ko a valoésziniiségelmélet fejlodésében. 1814-ban
megjelent a konyv masodik, 1820-ban pedig a
harmadik kiadésa is.

A Theoria combinationis-ban a hibaelmélet el-
méleti felépitését Gauss allitotta eld teljességgel,
vilagos és rendszerezett formaban. Részletesen
kifejtette a hiba természetét, s a mérési hibakat
két fajtara csoportositotta: irregularis (véletlen)
és regularis (azaz szabdlyos) hibakra. Az irregu-
laris hibak olyan hibak, amelyeket eldre pontosan
meghatarozni nem lehet, tehat véletlen hibak, s
erzékszerviink tokéletlenségébdl és kiilsd irre-
gularis hatasaibdl, pl. levegd mozgasabdl ereden-
dok.” Gauss ezen osztalyozasa annyira id6tallo,
hogy a mai kiegyenlitdszamitasi tankényvekben,
ill. monografidkban is a kiilonb6z6 szempont sze-
rinti osztalyozas mellett a hibaknak szabalyos, ill.
szabalytalan hibakra vald csoportositasa talalha-
td, ami nem mas, mint a Gauss-féle osztalyozas.
Gauss kizardlag a véletlen hibak ,térvényszerii-
ségével”, azaz, mai tudomanyos fogalmi szintre
(illetve az azt kifejez6 nyelvezetre) forditva, a va-
l6szinliségi valtozdval foglalkozott. Amennyiben
figyelmesen megnézziik az el6zd paragrafusban
felsorolt, a Theoria combinationis 14 paragra-
fusat, rogton azt is lathatjuk, hogy ha az itt sze-
repl6 ,,mérési hiba”, illetve ,hiba” kifejezéseket
valdsziniiségi valtozo kifejezéssel cseréljiik fel,
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akkor megkapjuk mar egy manapsag is hasznal-
hat6 valdszintiségelméleti tankdnyv bevezetd ré-
szét. Ez azt mutatja, hogy Gauss a hibaelméletet
a valdszintliségelmélet egy részeként allitotta eld.
Ezen észrevételt bovitsiik tovabb néhany konkrét
elemzéssel és az azon alapuld sajat konkluziom-
mal. A Theoria Combinationis Observationum 4. pa-
ragrafusdban Gauss azt irja ,,Let @x denote the relative
likelihood of a total error x in a fixed class of obser-
vations. By continuity of the error, this means that the
probability of error lying between two infinitely close
limits x and x+dx is @x.dx.... In general the value of
the integral [ gx.dx taken from x=a to x=b represents
the probability that an error, as yet unknown, will lie
between a and b. Hence the value of this integral taken
from the lower limit of the possible error to the upper
limit will be one. Since ¢x is zero ouside of these li-
mits, it is clear that

The value of the integral | gx.dx from x = —c0 fo x
= +oo is always one.”

(,,¢x-szel jeloljiik x-nek totalis relativ likelihood-jét
[stirtiségfiiggvényét] a mérések egy bizonyos osztalya-
ra vonatkoztatva. A hiba folytonos 1étére valéd tekin-
tettel ez azt jelenti, hogy qx.dx annak valdszinlisége,
hogy a hiba végteleniil egymashoz kozelallo x és x+dx
kozott legyen... Altaldban az x=a-t6l x=b-ig terje-
d6 [ gx.dx integral értéke adja annak valoszintiségét,
hogy az egyeldre még ismeretlen hiba az a ¢és b kozott
helyezkedik el. Kovetkezésképpen, ha ebben az integ-
ralban a lehetséges hiba az alsé hatartdl a felso hatarig
terjed, akkor az integral értéke eggyel lesz egyenld.”
Ezen hatarokon kivill gx egyenld nullaval; ezért, az
vilagos, hogy

f ox.dx, ahol x =—oo-t0l x = +oo-ig terjed, értéke
mindig egyenld eggyel.)

Ha a szdvegben a ,,relative likelihood” helyett
a ,,density”, az ,.error” helyett pedig a ,,valoszi-
nlségi valtozo” kifejezést irnank be, akkor a
fent idézett rész egy mai valdsziniiségelméleti
tankonyvben a folytonos valdsziniiségi valtozot
bevezetd résznek tokéletesen megfelelne, még-
pedig tomor €s igen preciz megfogalmazéasként.
Erdemes emliteni, hogy a Theoria Combina-
tionis 3. paragrafusaban a diszkrét valoszinliségi
valtozo is kiilén szdba keriilt. Igy, a valdszini-
ségi valtozo definitiv bevezetése teljes. Tovabba,
lényeges szempont az, hogy Gauss eldtt, st uta-
na is sokaig nem volt ilyen egyértelmi és vilagos
targyalasmod.

A Gauss-féle Theoria combinationis utan t6bb
mint 10 évvel késobb jelent meg G. Hagen:

Grundziige der Wahrscheinlichkeitsrechnung c.
konyve Diimmler, 1837, amelyben szintén a hiba-
elmélet taldlhato. Erdemes felhivni a figyelmet
arra, hogy a konyv cime nem ,hibaelmélet”,
hanem mar a ,,valdszinliségelmélet”, vagyis szo
szerint valdszinliségszamitas. Hagen e konyv-
ben bevezette az elemi hiba fogalmat, és annak
alaptulajdonsagait harom axiomaban rogzitet-
te, valamint kisérletet tett a normalis eloszlas e
harom axiomabdl torténd levezetésére is. (E le-
vezetés korszerusitésével és egyéb valdszinliség-
elméleti vonatkozasaival a [17, 22, 25] dolgozatok
részletesen foglalkoznak). Késdbb megjelentek
R. Czuber: Wahrscheinlichkeitsrechnung, B. G.
Teubner, Leipzig und Berlin, 1914, H. Poincaré:
Calcul des Probabilités, Gauthier—Villars, Paris,
1912 és P. Lévy: Calcul des Probabilités, Gaut-
hier—Villars, Paris, 1925. c. konyvek is. Ezek a
kornak legteljesebb és legjelentdsebb valdszinii-
ségelméleti miivei voltak, és azok mindegyikében
a hibaelmélet kozponti helyet kapott. Példaul
Poincaré konyvében, a kovetkezo hat fejezet fog-
lalkozik a hibaelmélettel és a legkisebb négyze-
tek modszerével.
Chapitre VI: La Loi de Gauss et Les Epreuves Répé-
tées (Gauss torvénye és ismetelt események)
Chapitre X: La Théorie des Erreurs et la Moyenne

Arithmétique (A hibaelmélet és a szamtani kozép)
Chapitre XI: Justification de la Loi de Gauss (Gauss

torvényének indokoltsaga)

Chapitre XII: Erreurs sur la Situation d’un Point

(Ponthelyre vonatkozd hibak)

Chapitre XIII: Méthode des Moindres Carrés (Leg-
kisebb négyzetek modszere)

Chapitre XIV: Calcul de L’Erreur a Craindre (Hiba
kiegyenlitésének szamitasa).

A leirtakbol lathatd, hogy a hibaelmélet egy-
re inkabb lefedte az akkori valosziniiségelmélet
jelentos részét. E jelenség, illetve fejlodési folya-
mat egészen a 1930-as évekig tartott.

Masfelol, a XIX. szazad masodik felét6l kezd-
ve a bioldgiai megfigyelések és mérések feldol-
gozasaban a valoszinliségelméleti, kiilondsen a
statisztikai modszerek alkalmazésaival intenzi-
ven foglalkoztak: Francis Galton (1822—-1911),
Walter Weldon (1860—1906) ¢és Karl Pearson
(1857-1936). Ezzel parhuzamosan az osztrak
Ludwig Boltzmann (1844-1906), az angol James
Clerk Maxwell és Josiah Willard Gibbs munkas-
saga révén az elméleti fizikaban a valdszinliség-
elmélet és statisztika modszerei nyertek alkalma-
zast. Ezek a fejlemények a valosziniiségelmélet
tovabbi fejlodését eredményezték. Tovabba, a




matematikan beliil a XX. szdzad eleje koriil je-
lentek meg a valdszinGségelméletben a mérték-
elmélet hatasanak csirai Emile Borel (1871-1956)
és Maurice Frechet (1878—1973) francia matema-
tikusok munkaiban. Ezen a talajon az orosz 4. N.
Kolmogorov az 1933-ban megjelent kényvében
a valdsziniiségelméletet axiomatikus alapra he-
lyezte.

A valészintségelmélet axiomatikus megalapi-
tasatol kezdve, azaz az 1930-as évektdl, a hely-
zet teljesen megvaltozott. A valosziniiségelmélet
terjedelmes matematikai diszciplinava torténd
atalakulasi folyamata kovetkezett. I1d6kdzben a
valdszintliségelmélet alkalmazasi teriilete rendki-
viili médon kiterjedt. Ezzel egyidoében a modern
valdszinliségelméletbol a hibaelmélet ,.eltiint”.
Napjainkban, a valoszintiségelméleti tankony-
vekben ¢€s monografidkban a hibaelmélet nem
talalhato. Ezzel a folyamattal parhuzamosan a
hibaelmélet ,,Gjra” a geodézian belill helyezkedett
el. Ma mar nyilvanvalo, hogy a hibaelmélet a geo-
déziahoz tartozik.

(Folytatas kovetkezik)

C. F. Gauss: Theoria Combinationis
Observationum Erroribus Minimis
Obnoxiae, Pars Prior, Pars Posterior,
Supplementum: From the Theory of Errors
to the Probability Theory

Part1

Davaadorjin Monhor,
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Summary

The statistical, numerical and application as-
pects of the Theoria Combinationis Observa-
tionum Erroribus Minimis Obnoxiae, Pars Prior,
Pars Posterior, Supplementum by K. F. Gauss
have been topics of a number of researchers of
history of science, of mathematicians and geos-
cientists. However, as the author of the present
paper notices, the scientific analysis of the role
of the Theoria Combinationis in the formation
of some basic concepts of modern probability
theory has yet not been carried out. The author
takes some concrete steps towards filling this gap
by the present paper which consists of two parts.
The part I considers Gauss’ contribution to the
development of the concept of random variable
within the general framework of transition from
the mathematical models of measurement errors
in astronomy and geodesy to the concept of ran-
dom variable which is at the very core of modern
theory of probability.
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