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Bevezetés

Magyarországon a rendszerváltást követõ kár-
pótlási folyamat során olyan jelentõs tulajdonosi
és szerkezeti változások történtek, amelyek követ-
keztében birtokszerkezetünk arculata jelentõsen
megváltozott. 

1997-ben a „harmadik földreform eredménye-
ként” a gazdaságok 82%-a tartozott az egy hektár
alatti, 15%-a pedig az 1–5 hektár közötti kategóri-
ába. 2000-ben pedig az egyéni gazdaságok több
mint 70%-a egy hektárnál kisebb területen gazdál-
kodott. Az egyéni kisgazdaságok száma ekkor
908 600, amely az összterület 14%-át jelenti, átla-
gosan 0,98 hektárnyi területtel. A nagygazdaságok
száma 3100, amely az összterület  54%-a, és a bir-
tokok átlagos nagysága 1130 hektár.

Jellemzõvé váltak az egymástól szétszórtan elhe-
lyezkedõ, kedvezõtlen alakú kisbirtoktestek, ame-
lyek nehezen megmûvelhetõek, gazdaságtalanok,
pályázati rendszerben nem támogathatóak, mert
nem felelnek meg az Európai Unió elõírásainak.

Minden tulajdonos és szakértõ vélhetõen egyet-
ért a birtokrendezés szükségességében. Maga a bir-
tokrendezés fogalma is többféleképpen definiáló-
dott a közelmúltban. A Geodézia és Kartográfia fo-
lyóirat 2002/6. számában olvashattuk dr. Fenyõ
György és dr. Szabó Gyula meghatározását, amely
szerint ” A birtokrendezés közigazgatási és bírósá-
gi eljárás, amely a tulajdonosok és más jogosultak
közremûködésével, meghatározott célok megvaló-
sulása érdekében történik, amelyek során a telepü-
lés külterületén vagy a külterület meghatározott ré-
szén a földek elhelyezkedése, tulajdoni viszonyai
megváltoztathatók, és új földrészletek alakíthatók
ki.” (A hazánkban folyó nemzetközileg is elismert
tudományos munkák, programok, intézmények, tá-
mogatási rendszerek, kapcsolatok, projektek felso-
rolására sajnos itt nincs mód.)

A birtokrendezésben hazánkon kívül még szá-
mos európai ország érdekelt; Albánia, Bulgária, a
Cseh Köztársaság, Grúzia, Horvátország, Ju-
goszlávia, Lettország, Litvánia, Örményország,

Románia, a Szlovák Köztársaság, Szlovénia. Bár
ezen országok birtokpolitikája és reformjaik ha-
zánktól eltérõek.

Nemzetközi összefogás keretében a „Müncheni
Nyilatkozatot” (2002) 23 érintett ország társadal-
mának, kormányának, oktatási és kutatási intéz-
ményének, valamint nemzetközi szervezeteinek
képviselõi fogalmazták meg, akik érintettek a bir-
tokfelaprózódásban, illetve annak a vidékfejlesz-
tésre, gazdaságra gyakorolt hatásában.

A birtokrendezés kérdésköre összetett, így több
szakterületet érint. Erre a sajátosságra is tekintet-
tel felvetõdött, hogy lehetne-e matematikai eszkö-
zökkel (azon belül modellalkotással, optimalizálá-
si eljárásokkal) a megoldást segíteni. Ismereteim
szerint vannak a nemzetközi tudományos életben
a témát is érintõ matematikai elgondolások, de
meglehetõsen kis számban.

Hazai vonatkozásban matematikai modellalko-
tással a Budapesti Mûszaki és Gazdaságtudomá-
nyi Egyetem Általános és Felsõgeodéziai Tanszé-
ke is foglalkozik. Gáspár Péter cikkeiben a bir-
tokrendezési feladatok megoldását matematikai
programozással oldotta meg, és mindezeket már
szimulálták is. „Nagyfalu” az általános iskolai
földrajzi atlaszban megjelenített ûrfelvétel egy kis
részletének nagyvonalú digitalizálásával készült.
Ebben a fiktív, de nyilvánvalóan életszerû közeg-
ben a matematikai program jól vizsgázott.

Erre is tekintettel megpróbáltam a megoldást
másképpen, kombinatorikus modellalkotással se-
gíteni. Úgy gondoltam, ha a matematikában nem
túl jártas emberek a maguk területén birtokot sze-
retnének rendezni az önmaguk megelégedésére,
akkor egyszerûen csere-berélnek egymással.
(Közben természetesen figyelnek arra, hogy ne
járjanak rosszul.) Ennek az egyszerû gondolatnak
a matematikai megfogalmazását kerestem, egy
végeredményben több alternatívát szolgáltató mo-
dell felállításával.

A továbbiakban ezt a modellt szeretném ismer-
tetni. Természetesen a matematika csak egy lehe-
tõség a feladat megoldására. Hogy érdemes-e al-
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kalmazni vagy nem, azt  mindig az adott körülmé-
nyek és gazdaságosság dönti el.

A birtokrendezéshez szükséges adatok

A birtokrendezési feladatok megoldásához na-
gyon sok különbözõ jellegû adat ismeretére és ke-
zelésére van szükség. Ezeket az adatokat minõsé-
gi jellegük szerint a következõ fõbb csoportokba
sorolhatjuk.

• Az egyes táblák és az azon belüli parcellák in-
gatlan-nyilvántartásban szerepeltetett adatai:

– tulajdonosok adatai,
– a föld területe,
– földminõségi adatok,
– mûvelési ágak.
• A táblák és parcellák digitális és egyéb térké-

peken szerepeltetett adatai.
• Infrastruktúra; különös tekintettel az útháló-

zatra, csatornarendszerre, öntözési rendszerre, fel-
színi vízelvezetésre, természetes vízfolyásokra,
természeti képzõdményekre, mûtárgyakra.

• Környezetvédelmi és természetvédelmi ada-
tok, illetve elõírások.

• Éghajlati sajátosságok.
• Árterek, árvízvédelmi tervek.
• Rendezési terv.
• Egyéb adatok, elsõsorban a tulajdonosok

szándékai, kívánságai.
Ezeket az adatokat természetesen a matematikai

modell számára kezelhetõvé kell tenni. Ennek érde-
kében a kiinduló adatokat három fõ csoportra osztjuk.

1. Térképek
A térképnek alkalmasnak kell lennie arra, hogy

késõbb tetszõleges felbontású rácstérképpé kon-
vertálhassuk. A térképeken fel kell tüntetni az
alábbiakat:

– eredeti tulajdonosok,
– földosztályok,
– kizárt elemek, amelyek az osztásban nem ve-

hetnek részt (ilyenek lehetnek folyók, tavak, bá-
nyák, utak, természetvédelmi területek stb.),

– korlátozó elemek, mint tanyák, épületek, épít-
mények, töltések, védõgátak,

– földrajzi elemek, felszíni különlegességek.

2. Értékmeghatározás
Törvényi és szakmai szabályozásokat követõ ér-

tékrendszer kialakítása, azaz súlyozás. Befolyásoló
tényezõ lehet a földosztályra vonatkozó adat, dom-
borzati és ökonológiai adottság, az infrastrukturális
ellátottság, építmények értéknövelõ volta stb. 

Ezen értékek megadása nem matematikai, ha-
nem szakmai feladat. Ugyanakkor a megoldási al-
ternatívák mindegyike ezen adatokra nagyon ér-
zékeny, tehát kialakításánál gondosan kell eljárni.

Elvárás, hogy az elõzõekben már említett rács-
rendszerhez kapcsolható legyen a földrészlet (ob-
jektum) minden jellemzõje (attribútuma). 

3. Tulajdonosi elképzelések 
A modell korlátozottan tudja kezelni a tulajdo-

nosi elképzeléseket, de lehetõséget ad arra, hogy
minden tulajdonos megjelölhessen egy saját cent-
rumot, amely köré szeretné a birtokai rendezését.
Ezt a késõbbiekben „magnak” nevezzük. Választ-
hatja a saját jelenlegi tanyáját, legjobban megköze-
líthetõ földjét, valamelyest a szomszédait is meg
tudja így választani. A tulajdonos adhat szabad ke-
zet is a mag megválasztásához, ekkor számára a
legelõnyösebb alternatíva kerül kiválasztásra.

A MODELL JELLEMZÉSE

A kérdés bonyolultságára való tekintettel telje-
sen tökéletes modell kialakítására nincs lehetõség.
Az eljárás várhatóan az alábbi szempontokat tud-
ja kezelni.

1. A fent felsorolt környezeti adottságokat sú-
lyozottan kezeli.

2. Tetszõlegesen megadott korláton belül meg-
õrzi a tulajdon értékét.

3. Földrendezõi szempontokat is tud kezelni:
– elõnyben részesíti a jól megközelíthetõ birto-

kokat;
– kedvezõ alakú birtokok jönnek létre, még kis

birtokok esetén is, így megszûnnek a vonalszerû
parcellák vagy az olyan birtokok, ahol nem tud
egy munkagép megfordulni;

– a parcellák meg fognak felelni az Európai
Unió elvárásainak is.

4. A modell egyéb szakmai kérdésekben kellõ
rugalmasságot biztosít. Például megválasztható,
hogy milyen „arculatú” legyen egy rendezés. Vá-
lasztható horizontális, vertikális (nyugat–kelet, il-
letve észak–déli), sávszerû vagy egyéb szabályos
alakban történõ rekonstrukció.

5. Korlátozottan, de kezel tulajdonosi elképze-
léseket.

6. Több alternatívát szolgáltat.

A matematikai modell

Hálózat konstrukció
Elsõ lépésként a megadott térképek alapján egy

négyzethálót fektetünk a birtokrendezésben részt



vevõ ( Tnxm) táblára (1. ábra). A tábla n sorból és
m oszlopból áll.  Így egy olyan térkép jön létre,
ahol minden négyzet egy elemi területegységet –
négyzetmétert jelöl, amelyeket a továbbiakban
cellának nevezünk. Egy-egy cellát (eij) egy olyan
rendezett párral jellemzünk (lásd (1) összefüg-
gést), ahol az elsõ tag (i, j) megadja a helykoordi-
nátákat. A helykoordinátákat úgy képezzük, hogy
megmondjuk, az adott cella a háló hányadik sorá-
ban, illetve oszlopában található (i: sorszám; j:
oszlopszám). (Természetesen ezek helyett EOV
koordináták is használhatók.) A második tag (zij)
megadja az elemi területegység (négyzetméter)
értékét. Ezt a továbbiakban súlynak nevezzük.

(1)

Rácspont alatt – a szokásostól eltérõen – egy
négyzet alakú cella szimmetria-középpontját ért-
jük, amely ugyanazon helykoordinátákkal jelle-
mezhetõ, mint a cella, és ugyanazzal a súllyal (zij)
látjuk el. (Ennek a fogalomnak a cellák távolságá-
nak meghatározásánál van jelentõsége a modell-
ben.)

A táblában csak a felosztásban részt vevõ cellák
maradhatnak.

A tábla összsúlya (S); amely az egyes rácspon-
tok súlyainak az összege, azaz

.    (2)

ami azt jelenti, hogy elõször  minden sornak kü-
lön-külön összeadjuk a súlyát, majd pedig a sorok
súlyösszegét összegezzük. Így meghatározzuk a
tábla teljes értékét.

Két cellát (eij és ekl) akkor nevezünk szomszé-
dosnak, ha a megfelelõ koordináták  különbségé-
nek az abszolút értéke nulla vagy egy:

.    (3)

A fentiek értelmében egy cellának maximum
nyolc szomszédja lehet.

Jelöljük p-vel a tábla tulajdonosainak a számát!
Minden tulajdonost jellemezhetünk egy (Bt ; St)
rendezett párral, ahol Bt jelöli a t-edik tulajdonos
rendezés elõtti saját tulajdonú celláinak a halma-
zát, St pedig az adott tulajdonos összes cellájának
súlyösszegét, azaz birtokainak az értékét.

Ily módon az egész táblát tulajdonosok szerint
részekre bontottuk. Ez a felbontás a következõ tu-
lajdonságokkal rendelkezik.

1. A tábla minden cellája egyetlen tulajdonos-
hoz tartozik. Közös tulajdonú cellák esetén a ma-
tematikai kerekítés szabálya szerint döntünk.

,
ahol i, j tulajdonosokat jelöl. (4.a)

2. A tábla minden cellája tartozik egy tulajdo-
noshoz:

,

ahol 1, 2,...p az összes tulajdonos. (4.b)

A feladat lényege, hogy egy olyan új (Bt', St')
rendezett párt hozzunk létre, amely kielégíti a
(4.a) és (4.b) képletben foglaltakat, továbbá telje-
síti azt, hogy:

= ε,  t = 1, 2,...p az összes
tulajdonos, t egy adott tulajdonos,
ε adott állandó. (5)

Itt lényegében egy-egy tulajdonos esetén össze-
adjuk a kezdõ cellák súlyait, valamint az új osztás
során szerzett súlyokat, és ennek a két értéknek
minden tulajdonos esetében egy elõre megadott
(ε) határon belül kell maradnia.

Ez a feltétel biztosítja azt, hogy a birtokrende-
zés folyamatában a tulajdonosokat nem érheti kár.
Ha az összterület nagysága változik is, az érték ál-
landó marad.

Területrekonstrukció

Az új birtokrendszer kialakítását egy teljesen
üres „színezetlen” táblán képzelhetjük el (1. áb-
ra). Itt minden tulajdonost egy kiválasztott szín
reprezentál, és ha egy cellát valamelyik tulajdonos
„megszerez”, akkor a cellát a tulajdonos színével
jelöljük. Minden gyarapodás után kiszámítjuk a
birtok súlyát. Az algoritmus addig ismétlõdik,
amíg az eredeti súly elõáll. Így, ha valamelyik tu-
lajdonos elérte a kiinduló súlyértéket, több cellát
nem kaphat. Emellett természetesen minden cellát
csak egy tulajdonos kaphat!

A színezési eljárás lépéseihez az alábbi fogal-
makat vezetjük be:

TC a tábla centruma, amely lényegében a  tábla
sor-, illetve az oszlopkoordináták számtani köze-
pe;

meghatározása:
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Megjegyezzük, hogy TC nem feltétlenül rács-
pont. 

Két rácspont, illetve cella távolsága alatt értjük:

Az összefüggés számlálója a hagyományos
Pitagorasz tétellel számított Euklideszi távolság.
A nevezõ egy állandó érték, amely a tábla –
ugyancsak Pitagorasz tétellel számított – sugara.
A távolság tehát egy olyan arányszám, amely nul-
la és egy között változik, és értéke a tábla szélei
felé nõ.

Az 1. ábrán látható zárt görbe a táblát jelenti.
Láthatjuk, a táblára fektetett négyzethálót, a létre-
hozott elemi területegységeket (azaz cellákat) és a
négyzetek szimmetria-középpontjaként feltünte-
tett rácspontokat. Ezek a rácspontok a távolság
meghatározásában játszanak szerepet. Az ábrán a
tábla centrumának az egyes rácspontoktól való
(d1, d2) távolságát jelöltük, és a tábla sugarának
(ds) meghatározása is látható.

A terület rekonstrukciót egy üres „színezetlen”
táblán kezdjük el (2 3. ábra). Minden tulajdonost

egy adott színnel jelölünk. Elsõ lépésként megad-
juk (vagy a tulajdonosok megadják) a birtokcent-
rumot, azaz a magot (mij)

A magot a tulajdonos színével jelöljük. Ebben a
kiinduló lépésben még minden tulajdonosnak
csak egy cellája van (2. ábra).

Egy adott t birtok határcellái alatt az alábbiakat
értjük:

a t tulajdonos új osztású (beszínezett) celláit
jelenti.

Az elsõ lépésben eij = mij , mert minden birtok
még csak a magot tartalmazza.

Az elsõ lépésekben a birtokok szabadon növe-
kedhetnek, addig amíg a kívánt súly beáll. A nö-

vekedés irányát azonban már itt irányítani lehet
úgy, hogy koncentrikusan, sávszerûen, észak–déli,
nyugat–keleti irányban, nõhetnek a birtokok. Ezt a
célt a késõbbiekben részletezett  függvények (f1,
f4, f5, f6,) alkalmazásával érhetjük el.

Az elsõ függvény a határcella távolságát vizs-
gálja a tábla centrumától. Ennek a függvénynek az
értéke nem függ a tulajdonostól. A centrumtól ki-
felé haladva a függvényérték monoton növekszik.
Ez azért lényeges, mert célszerû a birtokoknak a
tábla széléhez kerülni. (Így esetleg elkerülhetõek,
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hogy a tábla belsejében elzárt birtokok alakulja-
nak ki.) Ez biztosítja azt is, hogy a sarkokat min-
dig kiosztjuk.

Megjegyezzük, hogy az f4, f5, f6 függvények a
sávszerû és szabályos alakú terjeszkedésre adnak
majd lehetõséget, ezek pontos értelmezése késõbb
történik.

A növekedés következményeként a birtokok
elõbb-utóbb összeérnek, és akkor egy határpont
több birtokhoz is tartozhat. A 3. ábrán látható,

hogy például az ötödik és a hatodik birtok össze-
ért. Itt már közös határcellákat is találunk. Azt a
kérdést, hogy egy adott határcellát hozzácsatol-
junk-e a birtokhoz, vagy nem, illetve a határcellát
melyik birtok színezheti be, az alábbi függvény
segítségével, dönthetjük el:

(11)

ahol αk értékek az egyes függvényekhez választott
súlyok.
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Egy adott határcella esetében minden olyan tu-
lajdonosra kiszámítjuk a függvény értékét, aki er-
re a határcellára „pályázik”, és annak a tulajdonos-
nak ítéljük, akinél a függvényérték legnagyobb, az-
az a cellára a „legjogosultabb”. Elõfordulhat, hogy
a függvényértékek egyenlõk, akkor az „nyeri el” a
cellát, akinek az eredetileg is a tulajdonában volt. 

A F függvény lényegében hét – az alábbiakban
részletezett – és alkalmasan választott függvény
lineáris kombinációja. A lineáris kombinációban
szereplõ függvények értéke nulla és egy közötti
szám. Ha a függvényeket azonosan súllyal, példá-
ul eggyel látjuk el, akkor a F függvény értéke
minden esetben nulla és hét közötti érték lesz.
Ezeket a függvényeket azonban érdemes szakmai
szempontok szerint súlyozni.

Az elsõ függvényt már a (10) képlettel megad-
tuk:

A második függvény a határcella magtól való
távolságát vizsgálja:

Ez a függvény a maghoz közel esõ határcellák-
nak ad nagyobb értékeket, a magtól távolodva ér-
téke csökken. Biztosítja, hogy közel maradjunk
saját centrumunkhoz. (A távolság a (6) képletben
definiált (D), ami egy „nulla” és „egy” közötti
arányszám.)

A harmadik függvény a nagyobb számú szom-
szédos cellák száma szerint értékel. Ezek szerint
az a birtok színezi be a határcellát, ahol több, a
birtokhoz tartozó szomszédja van.

(13)
jelöli a halmaz elemszámát, azaz a szomszé-

dos cellák számát. 
Mivel minden cellának maximum nyolc szom-

szédja van, a nyolccal való osztás biztosítja, hogy
ez a függvényértéknek sem lesz nagyobb, mint egy.

A negyedik és az ötödik függvény a kialakuló
parcellák alakját befolyásolják aszerint, hogy in-

kább horizontálisan (nyugat–keleti) vagy vertiká-
lisan (észak–déli) elhelyezkedõ birtokszerkezet
alakuljon ki.

A kettõvel való osztás – hasonlóan az elõzõek-
hez – a függvényértéket maximálja. Horizontális
terjeszkedésnél a cellától jobbra-balra lévõ cellákat
jelöli ki, ez maximum két lehetõség. Vertikális ter-
jeszkedésnél csak a cella fölött és alatt lévõ cellák
választása lehetséges, ugyancsak két lehetõséggel.

A hatodik függvény tovább finomítja a parcel-
lák alakját. Optimálisnak tekinti a négyzet alakú
parcellákat. Az alábbi függvény a maximumot ak-
kor veszi fel, ha a parcella négyzet alakú. A függ-
vény súlyát annak megfelelõen kell beállítani, hogy
a rendezés során ténylegesen mennyire fontos az
ilyen alakú parcellák elérése. A függvény úgy dol-
gozik, hogy már a kezdeti lépésekben szabályos
alakú parcellákat eredményez, késõbb pedig, ha a
parcellák összeérnek, és közös határpontok alakul-
nak ki, a kérdéses határpontot ahhoz a birtokhoz so-
roljuk, amelyik így szabályosabbá alakul.
ahol B’t jelöli az adott birtokos már kiszínezett cel-
láit, hij a kérdéses határcellát.

Az összefüggés értelmezéséhez segít, ha végig-
gondoljuk, hogy például egy egységnyi területû
négyzet kerülete négy egység, területe egy terület-
egység. Ekkor a terület és a kerület négyzetének
az aránya 1/16. Téglalapnál, sokszögnél ( itt kör
nem lehetséges) ez az arány mindig kevesebb, így
a függvény értéke a szabálytalan alak miatt csök-
ken. A legkedvezõbb forma a négyzet, ekkor a
függvény értéke maximális, azaz egy.

Hetedik függvényként szerepeltethetjük a
függvények lineáris kombinációjában, azaz az
eredeti tulajdonosra „emlékezõ” függvényt:

(17)
,

ahol Bt t birtokos eredeti celláinak a halmaza.
Ezt a függvényt akkor érdemes a lineáris kom-

binációba bevenni, és nagy súllyal ellátni, ha a tu-
lajdonosi kívánság erõteljesen afelé hajlik, hogy
lehetõleg mindenki megtarthassa saját földjét
vagy annak egy részét.

A folyamat várható menete

A területrekonstrukció lényegében egy üres
táblát oszt újra.
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Elõször a birtokmagok körül növeljük lépésrõl-
lépésre az egyes parcellákat.

Minden lépés után ellenõrizzük az értéket. Ha
egy birtok elérte a szükséges értékét, akkor azt to-
vább nem növeljük, azaz nem jelölünk ki számára
határcellákat.

Ha a birtok még nem érte el az értékhatárt, ak-
kor a program további határcellákat jelöl ki.

Természetesen a birtokok egyszer összeérnek.
Ekkor határcelláik egyszerre több birtokhoz is tar-
toznak. A kérdéses határcellát az a birtok kapja,
ahol az F függvény értéke a legnagyobb (11). Ha
a függvényértékek esetleg egyenlõk, akkor az f7
függvény dönt.

Az eredmény után tanulmányozzuk a kialakult
szerkezetet, és szükség szerint a súlyok változtatá-
sával az korrigálható.

Összegzés

Remélem, hogy a tanulmánnyal felkeltettem a
téma iránt érdeklõdõ olvasók figyelmét, és a föld-
rendezõi feladatok elõkészítésénél és végrehajtá-
sánál látnak lehetõséget egy informatikai eszkö-
zöket is felhasználó matematikai modell alkalma-
zására. Ezen eszköz bevonásával segíteni tudnánk
az optimális döntéshozatalt, mert gyorsan és lát-
ványosan tudnánk különbözõ alternatívákat nyúj-
tani, és jelentõs költségmegtakarítást érhetnénk el
már a tervezési folyamatban.

Math Model of Land Consolidation 
in Hungary

Csordásné Marton, M.
Summary

Land consolidation is a strategic instrument for
rural planning in Hungary. The overall aim is to
overcome administrative and technical problems
of traditional consolidation procedures. The sys-
tem provides an integrated framework for the
management of spatial and administrate consoli-
dation. It also includes optimisation-based algo-
rithms for the automated parcel generation. These
key capabilities result in a powerful tool for deci-
sion making that dramatically reduces time and
cost of land consolidation plans.
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