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1. Bevezetés

A térinformatika egyik alapvetõ feladata külön-
bözõ vetületi rendszerekben referált adatok, térké-
pek egymáshoz illesztése, közös bázisra hozatala.
A koordináták transzformációja több módon tör-
ténhet (1. ábra). Az itt bemutatott 1. transzformá-
ció közvetlenül a vetületi rendszerek között teremt
kapcsolatot, ennek gyakorlati megvalósítása leg-
többször hatványpolinom-sorokkal történik (Var-
ga, 1981). A második eset, azaz a különbözõ alap-
felületeken, idegen szóval dátumokon értelmezett
ellipszoidi és magassági koordináták közvetlen át-
számítása, a fenti módszeren túl a szabványos, ill.

az áthidaló Molodensky-formulákkal is lehetséges
(Molodensky et al., 1960; magyar összefoglalást
lásd Timár et al., 2002). Végül a harmadik átvál-
tást, amely a geocentrikus koordináták között te-
remt kapcsolatot, a gyakorlatban leginkább a há-
romdimenziós Helmert-transzformáció kis elfor-

gatási szögek esetén érvényes egyszerûsítése, az
ún. Burša–Wolf-transzformáció (Burša, 1962;
Wolf, 1963) segítségével tesszük meg.

Az 1. ábrán látható további átalakítások a kö-
vetkezõk: a választott vetület direkt és inverz
egyenletei, ezek általában kézikönyvekben (pl.
Snyder, 1987; Varga, 2000) megtalálhatók. Az el-
lipszoidi koordináták geocentrikussá történõ át-
váltását elemi matematikai eszközökkel egyszerû-
en elvégezhetjük (lásd a (9)–(11) egyenleteket).
Ennek inverzét egyszerû közelítõ formulákkal
Bowring (1976), némileg összetettebb egzakt
megoldását Borkowski (1989) megadta.

Az áthidaló Molodensky-formulák az alapfelü-

leti ellipszoidok egymáshoz képest értelmezett re-
latív helyzetét a középpontokat összekötõ vektor 3
eltolási komponensével jellemzik, és nem veszik
figyelembe az esetleges eltérõ tájékozást, ill. a
méretarány kis eltérését, így háromparaméteres
dátumtranszformáció néven is ismertek. Az itt el-
hanyagolt tényezõket is tekintetbe veszi a Bursa-
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Wolf eljárás, amely a 3 eltolási tag mellett 3 elfor-
gatási és egy méretarány-paramétert is tartalmaz-
va kapja a hétparaméteres dátumtranszformáció
elnevezést. Mindkét transzformáció paramétereit
(és a hatványpolinom-sorokkal történõ átváltáséit
is) a gyakorlatban azonos pontok, legtöbbször a
kiinduló – és a célrendszerben is ismert – koordi-
nátájú felsõrendû alappontok felhasználásával ha-
tározhatjuk meg. A térben legjobb hétparaméteres
transzformáció paramétereinek meghatározását
Ádám (1982) megadta, annak gyakorlati alkalma-
zására példát mutatnak Papp et al. (1997; 2002). A
jelen munka célja a vízszintes értelemben legjobb
illeszkedést adó Molodensky-paraméterek meg-
becslése, ismert alappontsokaság koordinátái
alapján. A dolgozat nem tér ki a legjobb térbeli il-
leszkedést eredményezõ Molodensky-paraméte-
rek kiszámítására, amelyet egy korábbi írásunk-
ban (Timár et al., 2002) már ismertettünk.

2. Kiinduló adatok
Az áthidaló Molodensky-formulák – nevükbõl

is láthatóan – képesek közvetlenül a kiinduló és a
céldátumon értelmezett ellipszoidi koordináták,
ill. ellipszoidi magasságok között kapcsolatot te-
remteni. A vizsgálatba vont két dátum közötti el-
tolási paraméterek meghatározása tehát ez esetben
azonos pontok ellipszoidi koordinátáit igényli,
mind a kiinduló, mind a céldátumon. A gyakorlat-
ban általában alacsony rendszámú geodéziai alap-
pontokat használunk azonos pontokként, amelyek
koordinátái legtöbbször valamely jól definiált ve-
tületi rendszerben adottak. Ezért itt az inverz vetü-
leti egyenletek alkalmazása szükséges, hogy a
megfelelõ kiinduló adatokhoz jussunk.

3. A módszer
Az áthidaló Molodensky-formulák (DMA,

1990):

ahol   

a meridiángörbületi sugár;

a harántgörbületi sugár, DF" és DL" a kiinduló,
ill. a céldátumon értelmezett szélesség-, ill. hosz-
szúságkülönbség szögmásodpercben, Dh a kiin-
duló és a céldátumon értelmezett ellipszoidma-
gasságok különbsége, f a kiinduló ellipszoid la-
pultsága, da és df a kiinduló és célellipszoidok fél-
nagytengely-, ill. lapultság-eltérése, e az ellipszo-
id excentricitása.

Az áthidaló Molodensky-formulák dX, dY és dZ
paramétereinek meghatározásához azonos pon-
tokra van szükségünk. Az azonos pontok kiinduló
(1) és célrendszerbeli (2) ellipszoidi koordinátái
különbségének a mért, illetve a transzformáció se-
gítségével számított értékei eltérésének abszolút
értékét akarjuk minimalizálni. Ez megegyezik a
mért és számított mennyiségek eltérésének e
négyzetösszege minimalizálásával. Esetünkben
ennek matemetikai megfogalmazása az alábbi:

(4)

Látható, hogy a L – ellipszoidi hosszúság –
étékek eltérését a cos(F) skálázó taggal is megszo-
roztuk. A skálázó tagot azért kell alkalmazni,
hogy ne egyszerûen az ellipszoidi koordináták el-
térésének a minimumát, hanem az ellipszoid koor-
dinátákból a vetületi egyenletek segítségével szá-
mított síkkordináták eltérésének a minimumát
kapjuk. A skálázó tag alkalmazásának a hatására
lesz az azonos pontokban a síkkordináták számí-
tott és mért értékeinek szórása (közel) azonos az
X és Y koordináták esetében. A síkbeli eltérések-
re vonatkozó minimum feltétele az, hogy az (1) és
(2) egyenletekben fellépõ eltérések négyzetössze-
geinek a paraméterek szerinti parciális deriváltjai
nullák legyenek.
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4. Eredmények

A parciális deriválások elvégzése és a
C=a·df+f·da (5)

behelyettesítés után a (4) egyenlet az alábbi alak-
ra hozható: 

(6)
,

ahol az A szimmetrikus mátrix és a b vektor ele-
mei:

A (7) egyenletben minden koordináta, ill. szár-
maztatott mennyiség (görbületi sugarak stb.) a ki-
induló rendszerben értendõ. DF, DL jelentése az
(1) és (2) egyenleteknek megfelelõ.

A (7) egyenlet inhomogén lineáris egyenlet-
rendszer. Ennek megoldása

, (8)
ahol A-1 az A mátrix inverze. A keresett dX, dY és
dZ paramétereket az x megoldásvektor tartalmaz-
za. A gyakorlatban mi a paramétereket más úton,

a Cramer-szabály felhasználásával (lásd pl. Korn
és Korn, 1975) határoztuk meg. Elõször kiszámí-
tottuk az A mátrix determinánsát. Ezután létre-
hoztunk három további mátrixot úgy, hogy a b
oszlopvektorral az A mátrix 3 oszlopának értékeit
rendre felülírtuk, míg a többi tagot változatlanul
hagytuk. A keresett paraméterek rendre e három
mátrix determinánsainak és az eredeti A mátrix
determinánsának hányadosaiként álltak elõ.

5. Diszkusszió

Az 1. táblázatban megadjuk a HD72 » WGS84
transzformáció paraméterezését mind a térben eg-
zakt, mind a legjobb vízszintes illeszkedést bizto-
sító módon. Az utóbbi modellhez tartozó paramé-
tereket 100 db OGPSH alappont adatait felhasz-
nálva, a dolgozatban ismertetett számítási mód-
szerrel kaptuk. Látható, hogy e paraméterek segít-
ségével vízszintes értelemben valóban pontosabb
illeszkedést kaphatunk, mint a térben egzakt elhe-
lyezést biztosítókkal (Timár et al., 2002). Fontos
megjegyezni ugyanakkor, hogy a kapott hibák
nagyságrendje meghatározza a módszer korlátait
is: országosan egységes paraméterek használatá-
val e módon sem érhetõ el geodéziai szintû pon-
tosságú koordináta-transzformáció. A most ismer-
tetett módon megkapható paraméterek jól hasz-
nálhatók viszont a térinformatikában.
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Transzfomáció dX(m) dY(m) dZ(m) Vízsz. hiba(m)
Direkt eltolás átlag max
HD72 » WGS84 57,01 -69,97 -9,29 0,40 1,00
áthidaló Molodenszky átlag max
HD72 » WGS84 57,17 -71,82 -14,90 0,36 0,83
1. táblázat A HD72 » WGS84 transzformáció paramé-
terei a térben egzakt (direkt eltolás) és a vízszintes ér-
telemben optimális (áthidaló Molodensky) modellek
alkalmazásával



Végezetül vizsgáljuk meg, hogy az 1. táblázat-
ban megadott transzformációkkal jellemzett dátu-
mok milyen térbeli helyzetben vannak egymáshoz
képest. 

Képezzük a két helyvektor háromdimenziós kü-
lönbségét:
rdiff = r1-r2 = (dXdiff=4,84 m; dYdiff=1,85 m; 

dZdiff=5,61 m) (9)
Lássuk, ez a helyvektor a középpontból az alap-

felület milyen szélességgel és hosszúsággal meg-
adott pontjára mutat:

(10)

(11)

míg a helyvektor hossza (a háromdimenziós elté-
rés, méterben):

(12)

Megállapíthatjuk tehát, hogy a két paramétersor
használata vízszintes értelemben a (10) és (11)
egyenletekkel megadott ponton ad azonos ered-
ményt. A (12) egyenletben megadott térbeli elto-
lás mértéke a HD72 alapfelületnek a geoidhoz ké-
pest definiált magassági helyzetére (Ádám et al.,
2000) utal.

6. Összefoglalás

Az (1)–(8) összefüggések alkalmazásával,
amennyiben egy pontsokaság (pl. geodéziai alap-
pontok egy csoportja) két független alapfelületen
adott koordinátákkal ismert, a megadott egyenle-
tek alkalmasak arra, hogy a GPS és térinformati-
kai gyakorlatban használt áthidaló Molodensky-
paramétereket az adott pontokon minimális víz-
szintes eltérést eredményezõ módon megbecsül-
jük. A megoldás háromdimenziós értelemben nem
szükségszerûen pontos, de a kapott paraméterek
vízszintes értelemben pontosabbak a térbelileg he-
lyes megoldásénál. A paraméterek geodéziai pon-
tosságigényû transzformációt általában nem tesz-
nek lehetõvé, a térinformatikában azonban jól al-
kalmazhatók, és különösen akkor használhatók a
háromparaméteres dátumleírások megadására, ha

a paraméterbecsléshez felhasznált pontsokaság
magassági referenciái nem adottak.
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Determination of the parameters of the
abridged Molodensky formulae providing 

the best horizontal fit

G. Molnár–G. Timár
Summary

This paper gives the computation algorithms of
the unknown datum shift parameters of the hori-
zontally optimised abridged Molodensky datum
transformation. If the coordinates of a geodetic
basepont set are given in two independent systems
(datums), the given formulae are capable to esti-
mate the dX, dY and dZ datum shift parameters of
the abridged Molodensky transformation. Using
these formulae, the parameters, providing the best
horizontal fitting, of the HD72»WGS84 transfor-
mation have been estimated as follows:
dX=+52.17 m.; dY=-71.82 m.; dZ=-14.90 m. The
location difference between the spatially exact da-
tum and the one characterised by this parameter
set are discussed and the shift between them is in-
terpreted as a result of the artificial height position
of the HD72 above the geoid.
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