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Repairing of the Érdi-Krausz projection

P. Juhász
Summary

The classical Érdi-Krausz projection has a dis-
advantageous property: The images of meridians
along the 60th latitude are broken. By means of
convex linear combinations and a suitably chosen
transition zone this problem can be corrected,
which is the subject of this article.

Bevezetés

A korlátozott hozzáférés (Selective Availability,
SA) felfüggesztése után új fejezet kezdõdött a
GPS technikában. A rendszer üzemeltetõi szerint,
95 százalékos valószínûségi szinten a vízszintes
helyzet meghatározási pontossága 13 m, a magas-
sági helyzeté 22 m (GPS SPS Performance Stan-
dard). A gyakorlati tapasztalatok lényegesen ked-
vezõbbek (Takács, 2002). A pontosság további fo-
kozására két lehetõség kínálkozik: (1) abszolút
helymeghatározás helyett relatív helymeghatáro-
zás; vagy (2) a szabályos hibák pontosabb figye-
lembevétele finomabb modellek alapján. A máso-
dik módszer a szakirodalomban szabatos abszolút
helymeghatározás (precise single point position-
ing) néven terjedt el. Tulajdonképpen ebben az
esetben sem beszélhetünk szigorú értelemben vett
abszolút helymeghatározásról, hiszen a szabályos
hibák modellezése permanens GPS állomások
méréseinek feldolgozása útján valósul meg.

Az ionoszféra hatását a legtöbb alkalmazás a
Klobuchar-modell (Joó, 2000) alapján veszi figye-
lembe, a mûholdak által sugárzott paraméterek
alapján. Ismert, hogy ezzel a módszerrel a hatás-
nak mindössze 50–60 százaléka vehetõ figyelem-
be, a fennmaradó rész akár több méteres hibát is
okozhat az abszolút helymeghatározásban. A mû-
holdak által sugárzott Klobuchar-modell paramé-

tereibõl levezethetõ ionoszféra-térképek és a ber-
ni feldolgozó központban (permanens GPS állo-
mások méréseinek feldolgozása alapján) megha-
tározott globális ionoszféra-térképek összehason-
lítása a központ web oldalán (www.aiub.unibe.ch/
ionosphere.html) található meg.

Az ionoszféra jelkésleltetõ hatását két frekven-
cián végzett mérésekbõl a mérések lineáris kombi-
nációjával kiküszöbölhetjük. A módszer két hátrá-
nyát említjük: (1) a kétfrekvenciás vevõk lényege-
sen drágábbak, mint az egyfrekvenciás vevõk, a
felhasználók jelentõs része egyfrekvenciás vevõk-
kel rendelkezik; (2) az L2 frekvencián végzett kód-
méréseket jelentõs mérési zaj terheli, kedvezõtlen
körülmények közt az L2 frekvencián számos mérés
kimarad, emiatt a helymeghatározásba bevonható
mûholdak száma jelentõsen csökkenhet.

A cikkben bemutatjuk, hogyan lehet az egy
frekvencián végzett mérések feldolgozásakor az
ionoszféra hatását a Klobuchar-modellnél lénye-
gesen pontosabb lokális ionoszféra-modellekkel
figyelembe venni. A lokális ionoszféra-modellek
módszere a szakirodalomban több helyen is meg-
található, pl. (Komjáthy, 1997), (Schaer, 1999),
(Liao, 2000). A lokális ionoszféra-modellek
együtthatóit permanens GPS állomások (termé-
szetesen két frekvencián végzett) méréseinek fel-
dolgozásával vezethetjük le. A lokális ionoszféra-
modelleket használhatjuk az abszolút mérések
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utófeldolgozásánál is, ennek azonban a gyakorlat-
ban nincs túl nagy jelentõsége. A módszer jelentõ-
ségét a közel valós idejû felhasználásban látjuk, a
WADGPS rendszerekben tulajdonképpen lokális
ionoszféra-modelleket közel valós idõben hatá-
roznak meg, és juttatnak el a felhasználókhoz. 

A teljes elektrontartalom meghatározása a
GPS mérési egyenletekbõl

A deciméteres rádióhullámok terjedése szem-
pontjából a földi légkör két, egymástól lényegesen
eltérõ tulajdonságú rétegbõl, az ionoszférából és a
troposzférából áll. A magasabban (40 km és 1000
km határok között) elhelyezkedõ ionoszférában –
elsõsorban a Nap ionizáló ultraibolya sugárzásá-
nak hatására – elektromos töltésû részecskék van-
nak. Az ionoszféra jelkésleltetõ hatása egyrészt a
sugárzás frekvenciájától, másrészt az elektromos
töltéssel rendelkezõ részecskék számától függ
(Krauter, 2002); a törésmutató (a jelkésleltetõ ha-
tás) frekvenciafüggõsége miatt az ionoszféra a de-
ciméteres rádióhullámokra ún. diszperzív közeg:

ahol
I az ionoszféra jelkésleltetõ hatása méterben,
TEC a teljes elektrontartalom (Total Electron
Content),
f a sugárzás frekvenciája.
A teljes elektrontartalom a vevõ-mûhold irá-

nyában elképzelt és a teljes ionoszférán átmenõ 
1 m2 keresztmetszetû hengerben található szabad
elektronok száma. A könnyebb kezelhetõség ked-
véért a TEC értéket 1016 egységben (TEC Unit,
TECU) szokás megadni. Jól jellemzi az ionoszfé-
ra hatásának frekvenciafüggõségét, hogy egy
TECU meghatározási bizonytalanság az L1 vivõ-
jelen 0,163 m, az L2 vivõjelen 0,268 m távolság-
hibát okoz.

Az ionoszféra diszperzív tulajdonságát kihasz-
nálva, a teljes elektrontartalom kifejezhetõ a két
frekvencián végzett kódmérési eredményekbõl
(Skone, 2002):

ahol
f1 = 1575,42 MHz az L1 vivõjel frekvenciája,
f2 = 1227,60 MHz az L2 vivõjel frekvenciája,
ps

r,1,ps
r,2 az L1 és L2 frekvencián végzett kód-

mérési eredmények,
DCBr,DCBs a vevõre és a mûholdra jellemzõ

hardverkésések (Differential Code Biases) értéke
méterben.

Az elektrontartalom természetesen az r vevõ és
az éppen észlelt „s” mûhold közötti irányban ér-
tendõ. Az elõzõ mérési egyenletben használt hard-
verkésések értékét többek közt a berni feldolgozó
központban is meghatározzák. A tapasztalatok
szerint, ezek értéke távolságra átszámítva a mû-
holdak tekintetében néhány dm, a vevõkre vonat-
kozó értékek akár több métert is elérhetnek. A
hardverkésések értéke idõben lassan változik, egy
hónapra vonatkozóan konstansnak tekinthetõ. To-
vábbi részletek a berni feldolgozó központ már
említett web oldalán találhatók.

A TEC értéke a fázismérési eredmények alap-
ján is kifejezhetõ (Skone, 2002):

ahol
Φs

r,1,Φs
r,2 az L1 és L2 frekvencián végzett fá-

zismérés eredménye méterben,
Ns

r,1,N
s
r,2 a fázisméréseket terhelõ ciklus-több-

értelmûségek értéke.
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1. ábra A mûhold magassági helyzete és az ionoszféra
teljes elektrontartalmának két frekvencián végzett kód-
mérési és fázismérési eredmények alapján meghatáro-
zott értéke a mindenkori mûhold-vevõ irányban (mérés
PENC állomáson 2002. június 16-án, PRN 03)
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Ha a teljes elektrontartalmat a kódmérési ada-
tokból határozzuk meg, akkor a méréseket terhelõ
zaj és a többutas terjedés hatása okoz problémát;
ha a fázismérési adatokat használjuk, akkor a cik-
lus-többértelmûség feloldása bonyolult. A gyakor-
latban jól használható megoldás, ha a kódmérési
adatokból meghatározott teljes elektrontartalom
értékeket a fázismérésbõl meghatározott értékek-
kel simítjuk (1. ábra).

Az 1. ábrán jól látható az elektrontartalom és a
mûhold magassági szöge közötti összefüggés. Az
ábráról az ionoszféra állapotának idõbeli változá-
sa is leolvasható, ugyanahhoz a magassági szög-
höz 10 óra után másfélszer akkora elektrontarta-
lom érték tartozik, mint 5 órakor. 

Elemi vastagságú réteg modell és a ferdeségi
szorzótényezõ

A számítások egyszerûsítése érdekében feltéte-
lezik, hogy az ionoszféra összes szabad elektronja
egy elemi vastagságú rétegben sûrûsödik össze (2.
ábra). A réteg felszín feletti magasságát 
H = 350...450 km-nek szokás felvenni. 

A korábbi egyenletekkel meghatározott teljes
elektrontartalom a vevõ-mûhold irányra vonatko-
zóan az A ponton álló vevõben és a B ún.
ionoszférikus pontban (2. ábra) megegyezik. Io-
noszféra-modellekkel a B pontbeli zenitirányú tel-
jes elektrontartalom írható le. A vevõ-mûhold
(„ferde”) irányú elektrontartalom és a zenitirányú
elektrontartalom közötti összefüggést a ferdeségi
szorzótényezõvel (obliquity factor vagy mapping
function) adjuk meg (Krauter, 2002): 

A ferdeségi szorzótényezõt gyakran az alábbi
összefüggéssel adják meg:

ahol

A képletben R a közepes Földsugár.
A ferdeségi szorzótényezõ értéke 75º fokos ze-

nitszög esetén 2,5; a horizont síkjában (90º-os ze-
nitszög mellett) 3,1. 

Lokális ionoszféra-modellek

A lokális ionoszféra-modell a differenciálisan
kis vastagságú réteg pontjaiban a zenitirányú tel-
jes elektrontartalom értékét a következõ alacsony
fokú kétdimenziós Taylor polinommal közelíti
(Schaer, 1999):

ahol
E(ϕ,λ) az ionoszféra elektrontartalma a ϕ,λ

pontban a lokális ionoszféra- modell alapján;
ϕ,λ ellipszoidi földrajzi szélesség és hosszúság;
nmax , mmax a kétdimenziós Taylor polinom leg-

magasabb fokszáma;
En,m a kétdimenziós Taylor polinom együtthatói

(a lokális ionoszféra-modell paraméterei);
ϕ0,λ0 a modell kezdõpontjának koordinátái.

A szakirodalomban (pl. Schaer, 1999) található
összefüggések a földrajzi koordináták helyett a
geomágneses szélesség és Naphoz rögzített óra-
szög koordinátákat használják. Tapasztalataink
szerint a földrajzi koordináták használatának nin-
csenek lényeges következményei.

Lokális ionoszféra-modellel néhány száz, eset-
leg néhány ezer km kiterjedésû területet lehet le-
fedni. Regionális, esetleg globális modellekhez a
Taylor polinomnál hatékonyabb matematikai esz-
közökre (pl. harmonikus gömbfüggvényekre) van
szükség. A korábban már említett berni feldolgo-
zó központban 15-öd fokú és rendû harmonikus
gömbfüggvényeken alapuló globális ionoszféra-
térképeket (Global Ionosphere Map, GIM) hatá-
roznak meg, további részletek (Schaer, 1999)-ben
olvashatók.

2. ábra Az elemi vastagságú ionoszféra-réteg
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Lokális ionoszféra-modellek Magyarország 
területére

A Nemzetközi GPS Szolgálat (IGS) permanens
állomásainak mérési adataiból lokális ionoszféra-
modelleket vezettünk le Magyarország és környe-
zete területére. A modellek együtthatóinak meg-
határozásához saját programot készítettünk. A fel-
használt állomások elhelyezkedését a 3. ábra mu-
tatja. Az állomások elhelyezkedése meglehetõsen
féloldalas, sajnos sem Románia, sem Bulgária,
sem Görögország területén nincs megfelelõ per-
manens állomás.

A modellek meghatározásakor a következõ
gyakorlati szempontokat vettük figyelembe:

• egy ionoszféra-modellt egy órás mérésekbõl
vezettünk le, vagyis feltételeztük, hogy egy-egy
óra alatt az ionoszféra elektrontartalma állandó;

• a lokális ionoszféra-modell harmadfokú Tay-
lor polinomot jelent, azaz a modell 10 együttható-
val írható le;

• a 20º-nál kisebb magassági szög alatt észlel-
hetõ mûholdakat nem vettük figyelembe;

• a kódmérési adatok lineáris kombinációját a
fázismérési adatok lineáris kombinációjával simí-
tottuk;

• a hardverkéséseket a berni feldolgozó központ
DCB értékeivel vettük figyelembe;

Egy-egy modell meghatározásakor kb. 5–6000
„mérési” adat állt rendelkezésünkre. A tapasztala-
tok szerint egy-egy modell meghatározásának kö-
zéphibája 1–2 TECU körüli. A lokális ionoszféra-
modellünket összehasonlítottuk a berni feldolgo-
zó központ globális ionoszféra térképének megfe-
lelõ részletével, és a két modell eltérése 1,7 TECU
középhibával jellemezhetõ.

Abszolút helymeghatározás lokális ionoszféra-
modellel

A Budapesti Mûszaki és Gazdaságtudományi
Egyetem permanens állomásának mérési eredmé-
nyeit (szintén saját fejlesztésû GPS feldolgozó
programmal) abszolút helymeghatározásként dol-
goztuk fel. Az ionoszféra hatását három modell
alapján vettük figyelembe:

1. Klobuchar-modellel a mûholdak által sugár-
zott paraméterek felhasználásával (5. ábra);

2. lokális ionoszféra-modellekkel (6. ábra);
3. két frekvencián végzett mérések megfelelõ

lineáris kombinációjával (7. ábra).
A mûholdak koordinátáit a fedélzeti pályaele-

mekbõl vezettük le, a troposzféra hatását a Hop-
field modell alapján számítottuk. A 10º alatt lát-
szódó mûholdakat a feldolgozás során nem vettük
figyelembe.

Az ábrákon a topocentrikus állomás-koordiná-
ták egy napi (2002. június 16-i) mérésekbõl leve-
zethetõ hibáit tüntettük fel; más napok mérési
eredményeinek feldolgozása hasonló eredmé-
nyekhez vezetne. A hibák statisztikai jellemzõit
az 1. táblázatban foglaltuk össze. Jól látható,
hogy a hibák a Klobuchar-modell esetében a leg-
nagyobbak, a másik két módszer esetében a hi-
bák pontossági mérõszámai többé-kevésbé azo-
nosak. A pontosabb ionoszféra-modellek elsõsor-
ban a magassági koordináták hibáit csökkentik. A
Klobuchar-modell esetében a magassági koordi-
náták hibáinak középértéke 5,54 m, a lokális io-
noszféra modellek alkalmazásakor 1,03 m, a két
frekvencián végzett mérések lineáris kombináci-
ója esetében 0,44 m, a javulás tehát több mint öt-
szörös, illetve tízszeres. 

3. ábra A lokális ionoszféra-modell meghatározásához
felhasznált IGS állomások

4. ábra Egy lokális ionoszféra-modell Magyarország
és a környezõ országok felett, 2002. június 16-án 
13–14 óra között (UTC)
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Az ábrákon látható, hogy vannak olyan idõ-
szakok (pl. 22 és 24 óra között), amikor a két frek-
vencián végzett mérések pontatlanabb eredmé-
nyekhez vezetnek, mint a másik két módszer. A
jelenség magyarázata a hiányzó L2 mérésekben
rejlik. A kétfrekvenciás vevõk mérési eredménye-
inek feldolgozásakor tapasztalható, hogy vannak

olyan esetek, amikor az L1 frekvencián sikeres a
mérés, az L2 frekvencián azonban nem. Ennek
magyarázata abban keresendõ, hogy az L2 frek-
vencián nagyobb zaj terheli a méréseket. Sikerte-
len L2 mérés esetében a lineáris kombináción ala-
puló feldolgozásból az adott mûholdat ki kell
hagyni, emiatt csökken a helymeghatározás pon-
tossága. A pontos összehasonlítás érdekében tehát
azt is meg kellene vizsgálni, hogy egy-egy megha-
tározáskor a lineáris kombináció mely mûholdak-
ra írható fel, és a másik két modellel végzett hely-
meghatározáshoz csakis ezeket a mûholdakat len-
ne szabad felhasználni.

5. ábra Az abszolút helymeghatározás hibája a BME
permanens állomásán; az ionoszféra hatását a Klobu-
char-modell alapján, a mûholdak által sugárzott para-
méterekkel vettük figyelembe (mérés 2002. június 16-án)

6. ábra Az abszolút helymeghatározás hibája a BME
permanens állomásán; az ionoszféra hatását lokális
ionoszféra-modellek alapján vettük figyelembe (mérés
2002. június 16-án)

7. ábra Az abszolút helymeghatározás hibája a BME
permanens állomásán; feldolgozás az ionoszféra hatá-
sától mentes lineáris kombináción (mérés 2002. június
16-án)

Klobuchar-modell, sugárzott paraméterekkel
dN dE dH

átlag 0,90 0,92 5,54
szórás 2,01 1,22 4,22
max 5,76 4,97 16,88
min -5,46 -1,40 -3,80
Lokális modellek alapján

dN dE dH
átlag -0,15 1,00 1,03
szórás 1,58 0,84 3,07
max 3,94 3,25 12,62
min -3,91 -1,22 -5,63
Lineáris kombináción végzett feldolgozás

dN dE dH
átlag 0,05 1,12 0,44
szórás 1,77 1,03 3,59
max 7,72 13,38 14,90
min -9,98 -6,04 -17,29

8. ábra Az észlelt mûholdak száma a BME permanens
állomáson 2002. június 16-án

1. táblázat Az abszolút helymeghatározás hibáinak sta-
tisztikai jellemzõi (méterben) a három modell alkalma-
zásával (a BME permanens állomás 2002. június 16-ai
méréseinek feldolgozása alapján)
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Közismert, hogy a különbözõ típusú vevõk kü-
lönbözõ mértékben érzékenyek a mérési zajokra,
és az is tény, hogy a hiányzó L2 mérések száma a
vevõantenna környezetétõl is függ. A 8. ábra a
BME permanens állomásán észlelt mûholdak szá-
mát mutatja a vizsgált idõszakban (a magassági
kitakarási szög 10º).

Összefoglalás

A cikkben bemutattuk a lokális ionoszféra-mo-
dellek elõállításának módszerét. A Nemzetközi
GPS Szolgálat (IGS) állomásainak méréseibõl sa-
ját fejlesztésû szoftverrel Magyarország területére
érvényes modellek együtthatóit vezettük le. A mo-
dellekkel az ionoszféra teljes elektrontartalma 1-2
TECU középhibával írható le (1 TECU hiba 16
cm hibát okoz a távolságmérésben). Ismert, hogy
az ionoszféra jelkésleltetõ hatása két frekvencián
végzett mérések megfelelõ lineáris kombinációjá-
val gyakorlatilag teljes mértékben kiküszöbölhe-
tõ. A cikkben összehasonlítottuk az abszolút hely-
meghatározás pontosságát, ha az ionoszféra hatá-
sát (1) a GPS mûholdak által sugárzott ún.
Klobuchar-féle modell paraméterei; (2) a lokális
ionoszféra-modellek; illetve (3) a két frekvencián
végzett mérések megfelelõ lineáris kombinációja
alapján vesszük figyelembe. Egy frekvencián vég-
zett méréseket legtöbbször az elsõ módszerrel dol-
goznak fel; ezzel összefüggésben a számadatok
tanúsága szerint a lokális ionoszféra-modellek
módszerével a helymeghatározás középhibája
egynegyedével csökkenthetõ. A második és har-
madik módszerrel lényegében egyforma eredmé-
nyek érhetõk el, de ebben negatív szerepe lehet az
L2 frekvencián hiányzó méréseknek is.

Kitekintés

A cikkben a lokális ionoszféra-modellek abszo-
lút helymeghatározásra gyakorolt hatását vizsgál-
tuk, ez elsõsorban a navigációs és/vagy térinforma-
tikai alkalmazások számára fontos. A geodéziai al-
kalmazások területén a kettõs különbségek mód-
szere terjedt el; egyfrekvenciás vevõk méréseit
feldolgozva, 10–15 km-nél rövidebb vektorok ese-
tén, átlagos körülmények között az ionoszféra hatá-
sa a különbségképzés miatt kiesik. Hosszabb vek-
torok meghatározása csak kétfrekvenciás vevõkkel
ajánlott. Feltehetõen a lokális ionoszféra-modellek
10–15 km-nél hosszabb vektorok egy frekvencián
végzett meghatározásához is használhatók, ennek
eldöntése további vizsgálatokat igényel.
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Köszönetnyilvánítás
A cikkben ismertetett vizsgálatok a T030645

számú OTKA pályázat támogatásával folytak, a
támogatásért ezúton is köszönetet mondunk.

Local ionosphere models 
for the areaof Hungary

B. Takács
Summary

This paper presents a method for constructing
local ionosphere models. Processing the data of
the International GPS Service's permanent sta-
tions, using self developed software, coefficients
of models valid for the area of Hungary were de-
termined. Our models describe the Total Electron
Content of the ionosphere with 1–2 TECU rms (1
TECU uncertainty causes 16 cm range error). The
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effect of the ionosphere can be eliminated via spe-
cial linear combinations using data of dual fre-
quency receivers. In this paper the accuracy of ab-
solute positions using different methods of model-
ing the ionospheric delay are compared: (1)
Klobuchar-model with coefficients transmitted via
broadcast ephemerides of GPS satellites; (2) local

ionosphere models; (3) processing dual frequency
data. Most of the applications with single fre-
quency receivers apply the first method. Local
ionosphere method can improve results by an
amount of 25–30%. With local ionosphere models
one can reach almost the same accuracy as with
dual frequency data processing.
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