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Vertikalis foldkéregmozgasok ismételt szabatos
szintezéssel végzett vizsgdlatdndl 1ényeges elvi
kovetelmény, hogy a hdlézat szintezési vonalain
végzett mérések lehetSleg egy idGben torténjenek.
Ez a kovetelmény a jelenlegi mérnoki gyakorlat-
ban igen nehezen elégithetd ki. Hazay javasolt egy
kiegyenlitési médszert [2] arra az esetre, amikor a
hdlézat szintezési vonalain végzett mérések idd-
pontja vonalanként kiilonbozs, de a vizsgélatra
vonatkoz6 idGintervallumban a vonalakon végzett
szintezések szdma azonos. Ebben a dolgozatban
javasolunk egy eljarast Hazay mddszerének a ki-
terjesztésére arra az esetre is, amikor a foldkéreg-
mozgdsi vizsgdlatra vonatkozé idSintervallumban
a végzett szintezések ismétlési szdma vonalanként
kiilonb6z4.

Tekintsiik egy 6nallé szintezési hdlozat grafjat,
p ismeretlen magassagi ponttal és n szintezési vo-
nallal. Amennyiben minden szintezési vonalra
csak egy-egy mérési eredménnyel rendelkeziink,
akkor — csak mért mennyiségeket tartalmazé felté-
teli egyenletekkel torténd kiegyenlités esetében —
a képezhet§ linedrisan fiiggetlen, zart szintezési
poligonok szdmat az

F=n-p+1

képlettel hatdrozhatjuk meg [1], feltéve, hogy a
hal6ézat valamennyi vonaldn mért magassagkii-
tozéknak tekinthetjiik. Ekkor a legkisebb négyze-
tek modszere szerinti kiegyenlités elvégezhets a
képezett F linedris egyenletekbdl all6, kompatibi-
lis egyenletrendszer segitségével.

Ha a halézat szintezési vonalain ugyanazokat a
magassag-kiilonbségeket egy késébbi T'' idGpont-
ban ismét megmérik, ugyanannyi F szamu feltéte-
li egyenletiink lesz, mint az el6z6 T' id6ponti mé-
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rések esetében. Csupdn a megfelels feltételi
egyenletek szabad tagjai és a mérési eredmények
sulyai kozott lehetnek eltérések. A két kiegyenli-
tésbdl minden vonalra két-két kiegyenlitett értéket
kapunk, és igy lehetGség van a szintezési vonalak-
hoz tartozé magassagkiilonbségek (T', T") idGin-
tervallumra vonatkozé valdszind véltozdsdnak a
szamitdsara és a valtozdsok sebességének a becs-
1ésére.

Amennyiben a tekintett szintezési halézat T' és
T'" (T" > T') id6pontokra vonatkozé mérési ered-
ményeit kiegyenlitettiik, és egy tetszGleges szinte-
z€si vonal I' €s 1" mért értékeihez meghataroztuk a
legval6sziniibb v' és v" javitasokat, akkor az illetd
szintezési vonalon a magassigkiilonbség valdszi-
nil valtoz4si sebessége

s="+v"=1I'=Vv)/(T"-T, (H
ami geofizikai vizsgdlatok szempontjabdl egy
fontos mennyiség.

Az olyan hdlézatok esetében, amelyeknél a
szintezési vonalakon végzett mérési eredmények
ponthoz tartozéknak, a feltételi egyenletrendszer a
fentemlitett médon nem irhat6 fel, mert a szabad
tagok kiszamitdsdhoz nem rendelkeziink azonos
id6pontokra vonatkozé mérési adatokkal. Az ilyen
halézatok kiegyenlitése végett dolgozta ki Hazay
a modszerét [2], feltéve, hogy az ismétlések sza-
ma a halézat minden vonaldra nézve ugyanaz.

A mddszer alapgondolata a kovetkezs: egy tet-
sz6leges zart poligon szintezési vonalaihoz tarto-
70, kiilonb6zd idSpontokra vonatkozéd mérési
eredményeket egy kozos t, id6pontra redukdljak,
és a redukalt adatokkal képezhet§ a feltételi
egyenlet, mert a poligont képez§ vonalak szinte-
z¢ési eredményei mind a t, id6pontra vonatkoznak,
és igy a szabad tag szamithaté. Ha a poligon egy
tetszGleges szintezési vonalahoz tartozé I' és I'' ér-
tékeket T' illetve T'' id6pontokban mérték (T" >
T"), akkor az elsének tekintett szintezés I' eredmé-
nyét egy konvenciondlisan vélasztott t', id6pontra,
a masodiknak tekintett szintezés I” eredményét



egy t", idSpontra redukdlhatjuk. A segédid6pont-
okra redukdlt kiegyenlitett magassagkiilonbségi
értékek a kovetkezSképpen fejezhetSk ki :
h'(ty) =l'+v+(@t, -T)s (2)
h'"(t") =1"+ v" +(t",— T")s

Itt ,,s* az (1) képlettel megadott sebesség érté-
két jelenti.

Igy minden zért poligon vonalaira felirhaték a
(2) kifejezések, az els6nek tekintett szintezés min-
den vonaldra nézve a t', érték ugyanaz, ugyanazo-
kon a vonalakon a masodiknak tekintett szintezés
mérési eredményeire pedig a t'', érték ugyanaz.

Amennyiben a hdlozat minden szintezési vona-
lan a mérési ismétlések szdma, N, ugyanaz,
(N=2), akkor a kiegyenlitéshez felirand6 feltételi
egyenletek szdma:

F=2(N-1)mh-p+1). 3)

Hazay dolgozatdban [2] ismertetett szdmpélda
esetében N =2, n=6,p =4, és igy F =2-(2-1)
(6 -4+ 1)=2-1.3 =6 feltételi egyenlet irandé fel.

A (2) osszefiiggés az (1) figyelembevételével
igy irhaté:

h(t'g) = {(T"- t/(T"- T)}-v' +

{(ty=TH(T"-T)}-v +1,

h"(t"y) = {(T"- t"Y/(T"-T") }-v' +

{(t"- THO(T"-TH}-v"+ 1",  (4)
ahol

r'= {(T"- tH/(T"-TH}1' +

{(ty = THAT"-T)}1",
r'= {(T"-t"H/(T"-TH}1' +
{(t"y = TH(T"- TH}1". )

A (4)- és (5)-ben h'(t'y) és r' az elsS szintezés-
re, h"(t")) és r'"" a mdsodik szintezésre vonatko-
zik. Osszeadva a zért poligon dsszetevs oldalaira
ah'(t'y) és h"(t",) kiegyenlitett magassdgkiilonb-
ségeket, megkapjuk a poligonhoz rendelt két fel-
tételi egyenletet az elsd, illetve a mésodik szinte-
zésre:

2 h't'p=0; Z h,(t,)=0. (6)
Ezeknek az egyenleteknek a szabad tagjai :
t=21; t'=r" (7)

Amennyiben a hdl6zat minden szintezési vona-
lan a mérési ismétlések szama N, akkor a feltételi
egyenletek szamat a (3)-as képlet fejezi ki.

A gyakorlatban el6fordulnak olyan esetek is,
amikor a szintezési halézat vonalain kiilonbiozd
szdmii ismételt mérésekkel rendelkeziink, és
ezekkel az adatokkal kell a kiegyenlitést elvégez-
niink.

A Hazay altal megéllapitott (6) és (7) képletek
érvényesek ezekben az esetekben is, ilyenkor

egyes mérési eredmények sziikségszeriien tobb
poligon egyenleteinek a felirdsakor is szerepelhet-
nek mds-mds t, segédiddk haszndlatdval. A felté-
teli egyenletek szdmat az egész haldzatra nézve,
ilyen esetekben, az

n—p+l
F=2S (N,-] @)

i=/

képlettel szamithatjuk, ahol N, az i-edik zart
poligon szintezési vonalain lev§ ismételt mérések
szdmdnak a maximuma. Konnyen beldthat6, hogy
ha a hél6zat vonalain az ismétlések szdma ugyan-
az, vagyis N;=N (i =1, 2, ..., n-p+1), akkor (3')-
bl kovetkezik (3). Ilyen sziikség esetek dllhatnak
el a hosszi ideig elhtiz6d6 geofizikai vizsgalatok
kapcsan, amikor még nem sikeriilt a hdlézat min-
den vonalédn elvégezni az elGirdnyzott N szamd is-
mételt szintezést, de meg kell hatdrozni a foldké-
reg fiiggdleges mozgasi amplitidéjat az adott ide-
ig elvégzett mérések alapjan, figyelembe véve
minden elvégzett mérés adta informaciot.

Megjegyzések:

1°. Egy tetszSleges szintezési vonalra érvényes
(4)-es Osszefiiggésben a v' €és v'" ismeretlenek
egylitthatéinak 0sszege mindig 1, amint az kony-
nyen beldthatd.

Ez a tulajdonsdg felhaszndlhaté a feltételi
egyenletek képzésének az ellendrzésére, ugyanis a
poligonra vonatkozé egyenletek egyiitthatéinak
0sszege egyenld kell, hogy legyen a poligon ko-
maval, minusz az ellentétes irdnyba mutaté vona-
lak szdmadval.

2. Egy tetszGleges szintezési vonal (5)-0s sz-
mu szabadtag 6sszetevSiben az I' és I'' mért ma-
gassdgkiilonbségek egyiitthatdi ugyanazok, mint a
(4)-es Osszefiiggésben a v' és a v* ismeretlenek
egylitthatdi.

Ez a sajitossag a (7)-es képlettel megadott t' és
t'' szabad tagok szdmitdsat konnyiti meg, ugyanis
a t' egyenl§ az els§ egyenlet egyiitthatéibdl allé
vektor és a nekik megfeleld mért magassagkii-
lonbségek vektoranak a skaldris szorzatdval.
Ugyanez a helyzet a t"' szdmitdsandl is, azaz a ma-
sodik egyenlet egyiitthatdibol all6 vektor skaldris
szorzata a nekik megfelel§ mért magassagkiilonb-
ségek vektordnak a skaldris szorzatdval egyenld.

Az 1° és 2° tulajdonsdgokat nem kell minden
poligonra vonatkozé egyenletpar képzésekor kii-
16n-kiilon alkalmazni, mert a hilézat kiegyenlité-



sénél a mért magassagkiilonbségek vektora
ugyanaz az egész hdldzat egyenletrendszerére
nézve, és igy az [m,n] dimenziéju A egyiitthatd-
matrix szorzata az [n,1] dimenziéji L mért meny-
nyiségek matrixdval az [m,1] dimenzidji T sza-
badtag vektort eredményezi, tehat a hal6ézathoz
tartozé feltételi egyenletrendszer szabadtagjainak
vektora :

T=AL ®)

A vranceai szeizmikus zéna szabad szintezési
hilézata esetében a vonalankénti szintezések is-
métlési szama dltaldban nem ugyanaz minden vo-
nalra nézve. Ezért a feltételi egyenletek képzésé-
hez sziikség volt a t;' és a t,* segédidSpontok
haszndlatdra is. Hazay véleménye szerint [2] ezek
értékét a (4)-es egyenletek felirasahoz tetszSlege-
sen valaszthatjuk. Erre alapozva, a kovetkezSkép-
pen jartunk el: barmely zart poligon elsd, illetve
madsodik szintezési feltételi egyenletének a felira-
sdhoz képeztiik a

ty =min{T,, T,, ..,T,}

t," =max{T,", T,", .., T,"} )

értékeket, ahol ,,z*¢ az illet§ zart poligon szinte-
z€si vonalainak a szama.

A kiegyenlités végrehajtdsdhoz sziikséges 1épé-
sek:

1°. A szintezési halézat dbrdjanak (multigrafja-
nak) az Osszedllitdsa; a szintezési vonalakon vég-
zett mérésenként egy-egy vonallal 6sszekotjiik a
szomszédos magassdgi pontokat, feltiintetve min-
den megrajzolt vonalon a hozzitartozé mérés T,
idopontjdt konvenciondlis idGegységben kifejezve
(pl. hénapokban vagy mads idSegységben) és a
megmért magassdgkiilonbség 1, sorszdmdt az
egységes szdmozdas szerint (i = 1, 2, ..., n; ahol ,,n*
a halézatban megmért 6sszes magassagkiilonbsé-
gek szdma). A hédldzat magassidgi pontjainak a
szamat jeloljiik ,,p*““-vel.

2%, A halézat feltételi egyenleteinek az 6sszedl-
litdsa a (3'), (4), (6), (8) és (9)-es képletek figye-
lembevételével torténik:

AV+T=0. (10)

A (10)-es métrixegyenletben A = [aij] a (6)-os
képletek alkalmazasaval képezett feltételi egyen-
letrendszer egyiitthatéinak a matrixa, ahol

i=1,2..,m
(m = a halézat feltételi egyenleteinek a szdma);
j=1,2, .., n(n = a hdlézatban mért ismételt mé-
rések szama). A szintezési halézathoz rendelt
(10)-es egyenletrendszerre nézve minden esetben
m < n. Bz azt jelenti, hogy (10)-nek végtelen sok

megolddsa van. Ezek kozott taldlhaté a kiegyen-
litésbol ad6d6 optimalis V = [ v; ] javitasok vekto-
rais(G=1,2, .., n);

T=[t] G=1,2, .., m), afeltételi egyenletek
szabad tagjainak a (8)-as képlettel szamithat6 vek-
tora, T = A-L, ahol L a mért magassigkiilonbségi
értékek vektora: L = [lj], G=1,2,..,n). L-hez
tarsul még a mérési eredmények stlydnak a diago-
ndlis matrixa: P = <p,, p,, ..., p,>-

Az A, V, T, L és P matrixok ismeretében ratér-
hetiink a kiegyenlitésre.

3% A kiegyenlités alapkovetelménye, hogy a
feltételi egyenletrendszer kompatibilis legyen, az-
az, ha az A matrix rangja, F megegyezik a szabad-
tag T vektordval bdvitett matrix rangjdval [3, 4] :

F =rang (A) =rang (A T). (11)

A (11) egyenlGség teljesiilése a (10)-es egyen-
letrendszer kompatibilitdsat igazolja. Ellenkezd
esetben at kell vizsgdlni a feltételi egyenleteket, és
a hibét ki kell javitani.

A gyakorlatban két eset lehetséges.

a) F = m. Ekkor a (10)-es egyenletrendszerrel
elvégezhetd a kiegyenlités a szakirodalombol is-
mert médon [1].

b) F < m. Ebben az esetben a (10)-es feltételi
egyenletrendszerben 1étezik

d = m — F linedrisan 6sszefiigg6 feltételi egyen-
let. A kiegyenlités el6tt ezeket el kell kiiloniteni a
feltételi egyenletrendszerbdl.

Az elkiilonitést Gauss-Jordan médszerével va-
16sitjuk meg [4, 5, 6]. Az algoritmus ismertetése
érdekében rendeljiink a (10)-es egyenlethez egy
linedris format a kovetkezSképpen:

Y=AV+T, 12)

aholY =[y] (i=1,2, .., m)egyaV fiiggetlen
valtozé vektortdl fiiggs vektor.

Ha (12)-ben a fiiggd véltoz6é Y vektor egy y,
komponense helyet cserélhet a fiiggetlen valtozé
V vektordnak egy v, komponensével, ez azt jelen-
ti, hogy az atvitt y, fiiged komponens fiiggetlen-
né, a vele helyet cserél§ v, fiiggetlen komponens
fligg6 komponenssé vélik. A helycserét Gauss-
Jordan algoritmusdnak az alkalmazdsaval végez-
ziik el. Elvégezve az algoritmus 4ltal megengedett
Osszes lehetséges helycseréket, az Y vektor fiig-
getlennek tekinthet6 komponensei atkeriilnek a
jobb oldalra, a V fiiggetlen vektor komponensei
kozé. Az igy 4tvitt y; komponenseknek megfeleld
feltételi egyenletek képezik a b) esetben a keresett
linedrisan fiiggetlen egyenletrendszert, melyeknek
szdma F = m — d. Ezekkel elvégezhet§ a kiegyen-
lités az ismert médon [1]. Megjegyezziik, hogy a
(11)-es kompatibilitdsi kovetelmény teljestilése



kovetkeztében a kiegyenlités elGtt elkiilonitett li-
nedrisan Osszefiiggs feltételi egyenleteket is kielé-
gitik a linedrisan fiiggetlen feltételi egyenletekkel
kapott optimdlis v; (j = 1, 2, ..., n) javitdsok érté-
kei , tehat a kapott megoldas optimélis az eredeti
(10)-es egyenletrendszerre is.

4°. A linedrisan fiiggetlen feltételi egyenleteket
kivélaszté algoritmus a kovetkezd: tegyiik fel,
hogy a (12)-es linedris formdban az A matrixban
talaltunk egy nullatdl kiilonboz8 g = akl elemet.
Ennek a felhasznéldsaval az Y vektor yk kompo-
nense helyet cserél a V vektor vl komponensével,
ha elvégezziik a kdvetkez§ transzformdcidkat:

gay. (g —a,ld,)/gha(i#k)O(j#1
a;, =[w;/g ha(izk)U(j=1)

Sa,/ghai=k)0(j£) (3
%(tl. g—a,ls)/ghai %k

=0 (14)
H-t /g hai =k

aholg=a, ési=1,2,..m;j=1,2,..,n
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Extension of the Hazay's adjustment method
for the earthcrust's movement network

Gy. Lorinczi
Summary

At repeated high-precision levelling network
measurements for vertical earthcrust's movements
studies, it is an important principial requirement
to have simultaneous measurements along the le-
velling lines. This requirement is very difficult to
be satisfied in nowadays engineering praxis. Ha-
zay proposed a method [2] for the case, when the
moments of the measurements along the levelling
lines are different, but the number of the repeated
levellings on each line are the same. In this paper
we suggest an extension of Hazay's procedure al-
so for cases, when the number of repeated level-
ling along the levelling lines are different.



