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1. Bevezetés

A GPS-technika szerepe a magassdgmeghata-
rozasban lényegesen novekedni fog mar a kozeli
jovében is. A GPS-mérésekbdl ellipszoid feletti
magassdgokat, illetve ellipszoidi magassdgkii-
l6nbségeket nyeriink, amelyeknek a foldmérés és
a mérnokgeodézia teriiletén sziikséges geodéziai
magassagi értékekké torténd dtszamitdsa alapvetd
fontossagu. A megfelel6 magassagi mérGszam al-
kalmazasa gondos koriiltekintést igényel, amelyre
mdr az 1990-es évek elején felhivtuk a figyelmet
[1-3].

Ismeretes, hogy hazankban eddig négy alka-
lommal fejlesztettek ki orszdgos felsGrendd szin-
tezési halézatot. A legutobbi hilézatunk (Egysé-
ges Orszdagos Magassigi Alapponthdlézat =
EOMA) tjramérése is mar idGszertivé valt. Az
egyes orszagos szintezési halézatok alappontjai
magassagi értékének megaddsdra kiilonbdz6 ma-
gassdgi mérdszamokat alkalmaztak. Ezért mind
gyakorlati, mind tudomanyos szempontbdl indo-
kolt az, hogy tanulméanyunkban foglalkozzunk a
kiilonb6z6 magassagi mérdszamokkal és hata-
rozzuk meg eltéréseik szamértékét Magyaror-
szag teriiletén, tovdbba atfogdéan elemezziik az
eltérések mértékét a GPS-technikaval torténd,
sz€ls§ pontossagl magassdgmeghatirozas szem-
pontjabol.

2. Magassagi rendszerek és vonatkozasi
alapfeliiletek

Jelenleg két alapvetSen eltér6 magassagi rend-
szert haszndlunk a gyakorlatban, amelyek kozel
azonos pontossagi szinten valdsithaték meg.

2.1. Nehézségi erotérrel Osszefiiggd magassdgi
méroszdmok

A nehézségi erbtérhez kapcsolédd magassagi
rendszer ismeretesen a szintezési vonal mentén
végzett szabatos geometriai szintezésen és a hoz-
zékapcsoldd6 gravimetriai méréseken alapszik.
EzekbS8l a mérésekbsl feltevésmentesen un.
geopotencidlis szamok szarmaztathatok, amelyek
a geoidhoz, mint magassagi alapszintfeliilethez
viszonyitott potencidlkiilonbségek.

Valamely P foldfelszini pont geopotencidlis ér-
tékén [4] (1. dbra) a P ponton dtmend szintfeliilet-
nek valamely kivélasztott O kezdSponton dtmend
alapszintfeliilethez (a geoidhoz) viszonyitott po-
tencidlkiilonbségét értjiik, és K-vel jeloljik. Le-
gyen a geoid potencidlja W, akkor a geoid és a P
pont magassdgkiilonbsége jellemezhetS a

P P

K,=w,-Ww, :J'gdm = zgiml. (D
i 0



fajlagos (1 kg tomegre vonatkoztatott) munkdval
[4], ahol a W, a P ponton 4thaladé szintfeliilet po-
tencidlja, g a nehézségi térerSsség fiiggvényalakja
és dm az elemi magassagkiilonbség. Az (1)-ben
szerepl$ vonalintegral értéke kozvetleniil nem ha-
tdrozhaté6 meg, mert a g fiiggvényalakja nem is-

mert. A K, geopotencidlis értéket azonban gya-
korlatilag a szintezési szakaszokra vonatkozé
g;4m; szorzatoknak a két végpont ko6zotti Osszeg-
zésével tudjuk szdmszertien és feltevésmentesen
eléallitani.
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A geopotencidlis érték nem metrikus magassag,
dimenziéja a fajlagos munkdval egyezik meg.
Geodézidban hasznélatos mértékegysége a geopo-
tencidlis egység (geopotential unit = GPU).
1 GPU = 10 m?/s* (amely 1 kgal x m egységnek
felel meg).

Valamely szintezési vonal két végpontjan (P és
B) 4tmend szintfeliilet potencidlkiilonbségét
(AK=AW=W,—-Wp) az (1)-nek megfelelden a ko-
vetkez§ kifejezés adja meg:
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Az EOMA els6rendd szintezési hal6zatdban a
mintegy 750 graviméteres méréssel is rendelkezd
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1. dbra Kiilonb6z8 magassagfogalmak

alappont kozott kiszamitottuk a AK geopotencidlis
mérdszam-kiilonbségeket [5]. Ezeket az értékeket
hozzaadva a Nadap fGalappont geopotencidlis ér-
tékéhez, megkaptuk az Osszes tobbi pont geopo-
tencidlis értékét.

Valamely P pont ortométeres magassdgan a P
ponton atmend szintfeliilet és a magassagi alap-
szintfeliilet (geoid) tdvolsagat értjiik a P pont fiig-
gbvonaldn mérve, a valédi nehézségi erStérben:
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ahol g, a nehézségi gyorsulds dtlagértéke a geoid
és a foldfelszin kozott a P pont fiigg&vonalan ért-
ve. A g»nem mérhetS kozvetleniil, hanem csak bi-



zonyos feltételezésekkel (kiilonbozd modellek
alapjan) szamithat6 ki. Az ortométeres magassag
altaldban jol hasznélhatd, tobb orszdg is alkalmaz-
za. Hatranya, hogy nem feltevésmentes, és hogy
az azonos ortométeres magassagu pontok altala-
ban nem azonos szintfeliileten fekszenek.

Ez utébbi hitranyon ugy lehet segiteni, ha a P
pont geopotencidlis értékét valamely megéllapo-
dasszerlien rogzitett normal nehézségi erd érték-
kel osztjuk el. Igy a K, értékkel aranyos nagysé-
g, de hosszisdg jellegli magassagi mérGszamra
jutunk, amelyet dinamikai magassdgnak neve-
ziink:
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A képletben y,;. a45° foldrajzi szélességre vonat-
koz6 normdl nehézségi térerdsség, amelyet vala-
mely nemzetkozileg elfogadott normaélképlettel
hatdrozhatunk meg. Rédey [6,7] a ¢ = 90° helyen
(az északi sarkon) a val6di nehézségi térerGsség
H /2 magassagra vonatkoz6 értékének hasznalatat
javasolta (azaz a Fold forgédstengelyét ajanlotta
vonatkozisi fliggblegesként).

Mivel a valédi nehézségi erStérben értelmezett
ortométeres magassag csak feltételezésekkel hata-
rozhaté meg, ezért ezen hatrany kikiiszobolése
céljabol vezették be a normalmagassdg fogalmat.
A normdlmagassdg a P pont geoidhoz viszonyi-
tott W, - W, valddi potencidlkiilonbségének a nor-
mdl nehézségi erStérben megfelels Q,Q (1. dbra)
fliggSleges tavolsdg a vonatkozasi szintellipszoid
felett:
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A nevez8ben szerepld VP atlagos normal nehéz-
ségi térerdsség értéket ugy kapjuk, hogy a felvett
normdl nehézségi térerdsség képletbdl a szintel-
lipszoid feliiletére kiszamithaté értéket a tiszta
magassdgi hatdssal az ellipszoid f61¢ /, /2 ma-
gassagra atszamitjuk. A normdlmagassig az
U=U,=W, potencidlértékii szintellipszoid Q,
pontja és a telluroid Q pontja kozotti tdvolsagot
jelenti a normdl fiigg6vonal mentén ,,mérve”. A
normdlmagassdg tehdt a mérési eredményekbdl
feltevésmentesen, tetszSleges pontossaggal sza-
mithat6. Ertéke kozel dll az ortométeres magas-
saghoz, foldi viszonylatban az eltérés maximuma

2 méter (a Himal4jaban). Egyetlen hatranya, hogy
az azonos szintfeliileten 1év8 pontok normélma-
gassdga csak akkor azonos, ha azonos szélességen
fekszenek.

Mint lattuk, valamely kozéptengerszint magas-
sadgdban haladé szintfeliiletnek, a geoidnak alap-
vetd fontossagu szerepe van a magassagmeghata-
rozdsban. Magassdgi alapszintfeliiletként szolgél
a geopotencidlis értékek szamitdsdhoz, amelyek-
bél az elébbiekben emlitett magassagi mérdsza-
mokat szdrmaztatjuk. Koziilik a gyakorlatban
leginkdbb az ortométeres magassagot és a normal-
magassdgot haszndljadk. Amennyiben a H* normal-
magassdgot tekintjiik a P pont magassagi értéké-
nek, akkor a vonatkozasi feliiletiil a geoid helyett
a kvazigeoidot kell alapul valasztanunk. Ezzel
szemben, ha a H° ortométeres magassagot tekint-
jiik a P pont magassagi értékének, akkor a geoid a
vonatkozasi alapfeliiletiink.

2. dbra Bouguer-féle nehézségi rendellenességek;
-31,8 mGal-tol 25,2 mGal-ig (izovonalkoz 10 mGal).

2.2 Ellipszoidi magassdgi rendszer

Az un. ellipszoidi magassdgi rendszert a kor-
szer(i mitholdas technikék (pl. kordbban a dopple-
res, jelenleg pedig a GPS-szel torténé helymegha-
tarozas) méréseibdl nyert magassagi adatok vald-
sitjdk meg. Meghatdrozasaink eredményei a fold-
felszini pontok geocentrikus térbeli derékszogl
koordinatai, melyek alapjan ellipszoidi foldrajzi
koordinatak (igy ellipszoid feletti magassagok)
szamithatok. Ez a magassagi rendszer csak geo-
metriai értelemben adott, amelyet a nehézségi erd-
tér helyi vagy regiondlis id6beli valtozdsai nem
befolyasolnak.

Az ortométeres vagy normdlmagassag, ill. ma-
gassagkiilonbség és a GPS-technika alkalmazasa-
val torténd magassagmeghatarozas alaposszefiig-
gései a kovetkezSk (1. dbra):



HS=h-N, (62)
AH? = Ah - AN, (6b)
illetve

H:=h-C, (7a)
AH! =AM —AZ . (7b)

Mivel a h ellipszoid feletti magassagok, illetve
Ah ellipszoid feletti magassagkiilonbségek a nagy
pontossagi GPS-mérések feldolgozdsabol ismer-
tek, ezért az alapprobléma a kapcsol6dé N geoid-
undulécidk és a { magassagi anomalidk, illetve a
AN geoidundulicid-kiilonbségek és a Al magas-
sagi anomalia-kiilonbségek szdmitasa a sziikséges
pontosaggal.

3. A magassagi mérgszamok eltérésének
értékei Magyarorszagon

Az 1. dbra alapjan a kovetkez8 kapcsolat allit-
hat6 fel az ortométeres és a normdlmagassag, il-
letve a geoidundulédcié és a magassagi anomélia
kozott [8(325-328.01d.)]:
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A (9) szerint az N geoidunduldci6 és a { magas-
sagi anomadlia kozotti kiilonbség a H" normélma-
gassdg és a H° ortométeres magassag kozotti OH
kiilonbséggel egyezik meg. Mivel a { a kvdzi-
geoid undulécidja, ezért a OH kiilonbség a geoid
és a kvazigeoid kozotti tdvolsig értékét adja meg.
A [8] 327. oldalan kimutatjak, hogy

g-y A
g — y Hu ~ % B Hu ,
y y
ahol Ag, a Bouguer-féle nehézségi rendellenes-

ség. Az (N-{) kiilonbség szdmszerd becslésére a
[8] a kovetkezd Osszefiiggést adja meg:

(10)

(N-{)=D0g,H", (11)

amelyben, ha Ag, -t [Gal]-egységben és a H’-t
[km]-egységben adjuk meg, akkor az (N-{) kii-
lonbséget méterben kapjuk meg. A (9) értelmében
a (11) osszefiiggés hasznalhat6 a normalmagassag
és az ortométeres magassag kozotti kiilonbségek
szamitdsdra is.

A geoid és a kvazigeoid magyarorszagi feliilet-
darabja, illetve a normdlmagassdgok és az or-
tométeres magassdgok kozotti kiilonbség szam-
szeri meghatarozdsaval mar a [9] keretében fog-
lalkoztunk. Vizsgalatainkhoz a (11) képlet alapjan
azokat az adatokat haszndltuk fel, amelyeket az
eurdpai geoidfeliilet meghatarozasahoz kiildtiink
ki a Hannoveri Egyetemre [10]. A Bouguer-
anomalidk és a sziikséges magassigi adatok mind-
két halmaza 13089 db 1,5' x 2,5'-es méretd
(2,7 km x 3 km) rdcshdlé sarokpontjaira interpo-
1alt értékeket tartalmaznak (2. abra).

A normdlmagassagok és az ortométeres magas-
sagok kozotti eltérések (11) alapjan meghatarozott
szdmszer( értékei Magyarorszdgon +7,4 mm és
-17,4 mm kozott valtoznak. A meghatarozott OH
értékek izovonalas dbrazoldsat a 3. dbran mutatjuk
be. J6I lathaté a topografidval az osszhang. Ma-
gyarorszdg legnagyobb részén a OH korrekcid ér-
téke kisebb mint egy cm. Ezért a OH értéke a GPS-
technikdval torténd magassdgmeghatdrozdsban (a
(6a) és a (7a) képletek alkalmazdsaban) elhanya-
golhat6. Azonban néhény térségben a OH korrek-
ci6 értéke mar 1-2 cm kozott van, amely mar nem
hanyagolhat6 el, kiilondsen a (6b) és a (7b) képle-
tek alkalmazasakor a AH’ (illetve a AH") magas-
sagkiilonbségek meghatdrozdsiban. Ez a koriil-
mény fontos lehet az EOMA 1. rendd szintezési
vonalai Ujraméréseinek feldolgozasakor (4. dbra)
[11].

Megjegyezziik, hogy a (9) és a (11) képlet al-
kalmazdsaval az ortométeres magassagok (illetve
geoidundulacidk) normdlmagassagi értékekké (il-
letve magassagianomalia-értékekké) szamithatok
at. Ezt a gyakorlatot kovették a [12]-ben is. A OH
értékek meghatdrozdsdra a [13] nem a (11) koze-
lit6 megoldast haszndlta, hanem az tn. kdzvetlen
eljarast, amelynek sordn meghatdroztak a geoid és
a kvazigeoid ausztriai feliiletdarabjat, és képezték
ezek eltéréseit. Hasznos lenne ezen az tuton is
meghatdrozni a OH értékeket hazénk teriiletére is,
mert ezzel a geoid-, illetve a kvdazigeoid-
meghatdrozds Magyarorszdgon alkalmazott méod-
szereinek (szoftverek, adatbazisok, redukcids el-
jarasok stb.) [11,14] fiiggetlen ellenSrzését lehet-
ne biztositani.
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3. dbra Normdl- és ortométeres magassdgok eltérései (izovonalkoz 2 mm).
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4. dbra Az EOMA I. rendii szintezési vonalai
(vastag folytonos vonal). Az dbra tartalmazza
a geoid feliiletdarabjdt is (izovonalkoz 0,2 m).

A normdlmagassidg és a dinamikai magassig
kozotti eltérés szamszer( értékeinek megallapita-
sira az EOMA 1. rend( szintezési vonalainak
mintegy 750 alappontjara vonatkozé geopoten-
cialis értéket hasznaltuk fel [5, 15]. A (4) és az (5)
képlet alkalmazdsdhoz a megfelel normal nehéz-
ségi gyorsulds értéket a GRS80 jeld normalképlet
alkalmazasaval szamitottuk [16]:

y=9,780327 (1+0,0053024 sin? ¢ — 0,0000058
sin® 2¢) m/s?, (12)

ahol ¢ a kérdéses szintezési alappont ellipszoidi
foldrajzi szélessége. A (12) a GRS80 jelil szintel-
lipszoid felszinén {rja le a normal nehézségi tér-
ergsség eloszldsat.

Az 5. dbra a normdlmagasség és a ¢ = 45° 61d-
rajzi szélességre vonatkoz6 ),s. normal nehézségi
térerGsség alapjan szamitott dinamikai magassag el-
téréseit mutatja izovonalas dbrdzoldsban. J6l 1athat6
az dbrdn, hogy az eltérések -1 cm és -9 cm kozott val-
toznak.

4. Osszefoglalas

Tanulmanyunkban attekintettiik a geodéziai gya-
korlatban alkalmazott magassigi rendszereket, €s
meghatdroztuk a nehézségi erStérrel Osszefiiggd
magassagi mérdszamok eltérésének értékeit Ma-
gyarorszagon. A normalmagassag és az ortométeres
magassag kozotti eltérések értékét (3. dbra) tobb
mint 13 000 pontban (2,7 km x 3 km rdcsh4lé sarok-
pontjaiban) a (11) kdzelits képlet alapjan, a normal-
magassag €s a dinamikai magassag eltéréseit (5. ab-
ra) pedig az EOMA 1. rendi szintezési vonalainak
mintegy 750 alappontjdban az ismert geopotencialis
értékek alapjan hatdroztuk meg.

Mivel a geometriai szintezés és a gravimetriai
mérések alapjdn szdrmaztatott geopotencidlis ér-
tékek, valamint a GPS-mérésekbdl nyerhet6 ma-
gassagi értékek vonatkozasidban hasonlé mértékd
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5. dbra Normdl- és dinamikai magassdgok
eltérései (izovonalkoz 10 mm).

pontossdg érhetS el, ezért a két egymastol eltérd
mérési technika adatainak egyesitése és kolcsonos
ellendrzése eredményesen alkalmazhaté nagy mé-
retd magassdgi ellen6rz6 halézat 1étrehozésa,
sz€ls§ pontossagi mérnokgeodéziai feladatok
megoldasa, tovabba a geoid (illetve a kvazigeoid)
meghatarozdsa céljabol.
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Height systems and their relations
in Hungary

Dr. J. Addm - T. Tokos — Dr. Gy. Téth
Summary

The role of GPS technique for the determination
of heights and height differences will increase in
Hungary in the near future, too. The conversion of
ellipsoidal heights (or height differences) from
GPS into useful geodetic heights (or height differ-
ences) is a question of primary importance. Three
types of heights are shortly reviewed. The differ-
ence between normal heights and orthometric
heights in Hungary (Fig. 3) was estimated by an
approximate formula given in [8] using a data set
of interpolated 1,5'x 2,5' gridded Bouguer anom-
alies and elevations. The difference between nor-
mal and dynamic heights (Fig. 5) was computed at
about 750 banch marks of the first order leveling
lines (EOMA) of Hungary.

The results obtained are discussed from the point
of view of the precision GPS heighting.



