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BEVEZETES

A poliéder olyan zart fellilet, amely sik sokszdgekbdl all. Sokszor poliéder
alatt az ilyen felllettdl hatarolt térrészt is értik. Ezek kdzll kiemelenddk a
szabalyos vagy Platon-féle poliéderek, amelyeknek oldallapjai kongruens
szabalyos sokszdgek és szogletei kongruens szabalyos szdgletek. Ilyen 6t
féle létezik: a szabadlyos tetraéder, a szabalyos oktaéder, a szabalyos
ikozaéder, a szabalyos hexaéder (kocka) és a szabalyos dodekaéder. Az
Euler-féle poliéderekhez tartoznak még a félig szabalyos vagy
Arkhimédész-féle poliéderek is. Ezeknek oldallapjai szintén szabalyos
sokszogek, amelyek azonban mar nem kongruensek egymassal, de
szbgleteik mind kongruensek.

Altaldban elmondhatd, hogy minél tobb lapja van egy poliédernek, annal
jobban megkoézeliti a Fold-alakot, azaz a gémbot.

A cél, hogy ezekre a térbeli idomokra vetitsik a gombfelszint,
tobbféleképpen kivitelezhet6. A gombot el6szor feloszthatjuk gombi
poligonokra (melyeknek oldalai gémbi fokorok), és ezeket transzformaljuk
a nekik megfeleld sikidomokra. Ehhez alapfeltétel, hogy a hatarold
oldalak, tehat a gombi f6korok egyenesekre képezédjenek le. A
gnomonikus vetllet rendelkezik azzal a tulajdonsaggal, hogy minden fékor
képe egyenes, tehat ez a vetillet barmely (konvex) poliéder esetében
hasznalhaté. Ezen kiviil kereshetliink még olyan vetlileteket, melyek csak
bizonyos fokordket képeznek egyenes vonalra.

Masik mddszer, hogy a fokhaldzat mentén osztjuk fel a gombdot, altaldban
foktrapézokra és olyan gémbharomszégekre, melyek hataroldoldalai két
meridian és egy paralelkdr, majd ezeket transzformaljuk sikidomokra
(trapézokra, haromszogekre). Az alapfeltétel ebben az esetben is
ugyanaz, vagyis a hatarold fokhaldzati vonalaknak egyenesre kell
leképzbdnilk.

Torténeti attekintés

A térbeli idomok, mint képfellletek, hasznalatanak
otlete mar Albrecht Dlrernek is eszébe jutott,
kilonésen a mar emlitett 6t szabalyos test. 1525-6s
Underweysung der Messung cim( koényvében
talalhatéak az els6é ismert poliéder-haldk, vagyis
poliéderek lapjai sikba kiteritve. Dilrer szamos
poliéderrel kisérletezett egy foldgomb-szerd mi
megalkotasahoz, azonban ez sohasem késziilt el.

A német Hermann  Berghaus (1828-1890)

csillag-vetiiletének ~ hdromagl  valtozata  is 1. dbra: Direr
0sszehajthaté egy tetraéderré, habar ikozaéder-hdlcja
kifejlesztésének semmi koze sincs a poliéderekhez.

Berghaus 1879-ben alkotta meg eldsz6r az 6tagu valtozatat. Ezen az
északi félteke azonos volt egy Postel-féle sikvetilettel, a déli féltekét pedig
o0t lebernyegre vagta szét. A paralelkdrok képe koncentrikus koér, a
meridianok pedig egyenesek, amelyek az Egyenlitdnél megtérnek (az o6t
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kozépsot kivéve). Az Amerikai
Foldrajztuddsok Szovetségének
(AAF - Association of American
Geographers) logéjaban is egy
ilyen vetlletl térkép szerepel,
amelyen a NOAA TIROS
mUholdak felvételei lathatdak.
Ennek a harom-agu valtozata
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2. dbra: Az AAF logé (nem Berghaus miuve) egy
szabdlyos haromszog alaku 3. dbra: Berghaus
kontUrban abrazolja a teljes Foldet. csillag-vetiiletének

hdromdgu vdltozata

Anton  Steinhauser (1802-1890)

1883-ban  bemutatott  vetllete _ PP =y iy
nagyon hasonlé Berghaus-éhoz. Az ™ T 7 CHE_N0Y e
északi félteke itt egy merididnban =il o N E

hossztartd valddi kupvetllet, a déli
féltekét Steinhauser 4 részre vagta
szét. Mind a négy kozépmeridian
hossztartd, ezért ha 0Osszehajtjuk o
akkor szabalytalan oktaédert
kapunk.

4. abra: Steinhauser oktaéder-vetiilete

1909-t6l kezdve Bernard Cahill
szamos oktaéder alapu térképet

szabadalmaztatott, foleg ) TEep:
gnomonikus vagy szbgtartd 5 Ly, A
vetiiletekkel. Mindegyik nyolc darab i ‘}T‘ v EEE
szabalyos haromszogbdl allt, sokféle Ty e

moédon elrendezve. Ezek koézil o R
leghiresebb az un. Pillango-térkép, -

szimmetrikus elrendezésd, az o

oktaéder minden oldalat az

Egyenlito es ket, egymastol 90°-ra 5. dbra: Cahill, pillangé” vetiilete
lévo meridian hatarolja. Cabhill

térképei valdjaban sosem lettek igazan népszerilek, pedig harminc éven
keresztill probalta népszer(siteni 6ket.

A XX. szazad kozepén, Richard Buckminster Fuller (1895-1983) - az
amerikai mérnok és filozéfus, aki épitészként megtervezte és az 1967-es
montreali vilagkiallitason felépitette azt a csonka-ikozaéder alapu
kupolaszerkezetet, amely késbbb azonoshak bizonyult a
fullerén-molekuldk szerkezetével - szamos uan. Dymaxion térképet
készitett, felhasznalva azokat a matematikai elveket, amelyeken a
vilaghirl kupolai is alapultak. Az els6 valtozat egy kuboktaédert hasznalt,
amelynek minden éle hossztartd volt (1943), késdObbi valtozatai mar
ikozaéder alapuak voltak.



6. dbra: Fuller Dymaxion térképe

Ezen térképek célja az volt, hogy a Foldet a foldtomegek formajanak és
méretének relativ torzuldsa nélkll abrazolja sikban, oly mdédon, hogy a
szarazfoldek konturjain ne legyenek torések. Ezt a problémat eddig csak
foldgombbel tudtak megoldani.
Fuller egy ikozaéder-halot helyezett a Foldre, oly modon, hogy a gombi
ikozaéder minden éle egy gombi fékor ive, tehat a két csucs kozott a
legrovidebb ut. Az igy kapott hisz gdombhdaromszog lefedte az egész
Foldet. Mivel a 20 gombharomszég egybevagd, ezért csak azt kell
meghatarozni, hogy egy adott gémbharomszéget hogyan transzformalunk

sikharomszoggé. Fuller
vetliletében az élek
hossztartéak, a belso
pontok helyzetét pedig a
csucsoktdl vald tavolsagok
alapjan kapjuk meg a
sikharomszégeken. Ezutan
mar ,csak” egy olyan
elhelyezést kellett talalnia,
hogy a kontinensekben ne
legyen szakadas.

Mivel nem  perspektiv
vetlletr6l van szé, Fuller
inkabb transzformaciénak
nevezte vetllet helyett.

Szamos vetlletet

dolgoztak ki csak a poliéderre vald vetités céljara.
bemutatta vetilletét szabalyos
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0.420
0.995
0.518
-0.414
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0.355
0.414
0.515
-0.355
-0.995
-0.518
-0.420

Y
0.078
-0.091
0.835
0.655
-0.381
-0.843
-0.655
0.381
0.843
0.091
-0.835
-0.078

Z
0.904
0.040
0.181
0.630
0.767
0.402
-0.630
-0.767
-0.402
-0.040
-0.181
-0.904

Hosszusag Szélesség

+10.5362
-5.24539
+58.1577
+122.3
-143.4784
-67.13233
+36.5215
+112.8676
+174.7546
-121.8422
-57.7
-169.4638

+64.7
+2.30082
+10.4478
+39.1
+50.1201
+23.7179
-50.1032
-23.7179
-2.30088
-10.4473
-39.1
-64.7

tetraéderhez.

Erdekes

1. tablazat: Fuller ikozaéder-csiicsainak koordindtdi

1965-ben Lee
Ujdonsagnak
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tartottak meggydz8 prezentacidjanak kdszénhetben. Kritikusok szerint
»alkalmas lenne egy fliggdny mintazatanak” (Lee 1973). Altalaban akkor
hasznaltak, amikor az alakok torzultsaganak kikiiszébdlése volt a cél.

Terllettartd vetlletek kozil kettd terjedt el.

-

Snyder 1992-ben mutatta be Lambert @ i R S
sikvetiiletének modositott valtozatat, Irving i e
Fisher korabbi valtozatdbdl szdrmaztatva. T

Barmely poliéderhez haszndlhatd, de
legkisebb torzuldst a 12 oldald dodekaéder
és a 32 oldalu csonka ikozaéder esetén ad.
ElImondasa szerint a szdgtorzulds nem |épi
tul a 3,75°-ot a csonka ikozaéder esetében.
Clarke és Mulcahy (1995) fejlesztették ki az un. Clarke-féle
pillangé-vetiletet Dutton QTM rendszere alapjan a Collignon-vetlletbdl
(1865). A Fold felszinét egy szabalyos oktaéder nyolc lapjara képezi le,
terllettorzuldasa elhanyagolhatd, ranézésre emlékeztet Cahill hasonld nevd
m(ivére.

7. dbra: Clarke-féle pillango-vetiilet

Hierarchikus vonatkoztatasi modszerek

A poliéderek kartografiai alkalmazasanak Ujabb teriiletei jelentek meg a
kozelmultban. A kartografia és a foéldrajzi informacidos tudomanyok
jelenlegi digitalis korszakaban, a hatalmas mennyiségl adathalmaz miatt a
régi modellek hasznalata mar nem kifejezetten elényds, mivel a kutatok
igen nagy terlleteket is vizsgalnak egyszerre, ahol a torzuldasok mar nem
elhanyagolhatéak a hagyomanyos modszerekkel. Egy ilyen Ujfajta
megkozelités a hierarchikus vonatkoztatasi modszerek alkalmazasa,
melyeknek hasznalata joval pontosabb és bdvebb mddszert ad a térbeli
reprezentacidokhoz, mint a korabban sikban abrazolt térbeli adatok.

Az ilyen nagy mennyiségl térbeli adathalmaz kezelésére alkalmas
modszerek egyike a foéldfelszin mozaikszer(d feldarabolasaval kapott
halbézati elrendezés.

Dutton publikacié-sorozata (1983-1996) az altala
kifejlesztett poliéder-alapu hierarchikus
adatszerkezettel foglalkozik els6sorban. Véleménye

szerint a hagyomanyos modellek nem megfeleldek a

globdlis  adatok  kezeléshez. A ,szegényes V‘
dokumentacié” és ,valtozé pontossag, mind A
vizszintes, mint fliggbleges iranyokban” csak ketto AVA
az altala tapasztalt problémak kozul.

Dutton adatszerkezete Négyes Haromszég Halo 8. dbra: Dutton QTM
(QTM - Quaternary Triangular Mesh) néven ismert, rendszere

és 0 ugy jellemzi tulajdonsagait, mint ami ,vildgosan

tarolja a magassagi adatokat, hataskdore globalis, hierarchikus
mintavételezést hasznal, igazolhatdé pontossagd és egy oktaéder
felosztasan alapul”. Az eredeti oktaéder minden egyes lapja négy kisebb




haromszogre tagoldodik, és ezek az Uj haromszégek négy még kisebb
haromszoégre bomlanak stb...

Goodchild és Shiren célja egy hierarchikus adatszerkezet kivitelezése volt
adattomorités és gyors hozzaférés érdekében (1992). Harom kritériumot
definidltak egy ilyen adatszerkezet kifejlesztéséhez: minden szinten a
celldknak azonos méretlinek kell lennitk; minden szinten azonos
alakuaknak kell hogy legyenek; az adatszerkezetnek korrekten kell leirnia
a szomszédos cellak kapcsolatat. Rendszerik hasonld volt Duttonéhoz, 6k
is egy oktaéderbdl indultak ki, aminek hdromszdg lapjait kisebb
haromszdgekre osztottdk fel ismétlddéen. Azonban csak részleges
sikereket értek el a harom kritériumhoz képest, ugyanis modellik csak
kozelitéen tudja megbrizni a felosztott cellak teriiletét és alakjat.

A Snyder-féle ikozaéder alapu halézatot Ugy szarmaztatjuk, hogy egy
gomb belsejébe illesztlink egy szabalyos ikozaédert oly mddon, hogy
annak minden cslcsa érinti a gdombot. Ezutan minden haromszogbdl
kivagunk egy szabalyos hatszoget, Ugy, hogy minden oldalat
elharmadoljuk. Ha a kapott 20 hatszoget kivetitjik a gombre, akkor egy
un. ,durva felbontasu globalis halézat”-ot kapunk, mas néven 1-es
felbontasu halézat. Ez 20 szabdalyos hatszdogbdl, és 12 szabalyos 6tszogbdl
all. Minden hatszog terlilete egyenl6, és minden egyes 06tszog terllete
5/6-a egy hatszog terlletének.

9. dbra: Snyder-féle ikozaéder halozat (ISEA)

Egyel jobb felbontasu haldzatot a kdvetkez6 mddon kapunk: r; legyen a
hatsz6g oldalanak hossza i foku felbontasnadl, ezutdn mozaikszerlen
fedjik le az ikozaéder minden lapjat kisebb hatszégekkel, melyek sugara:
r+1=(2/3)*r*sin60°. Az (j halézat egyes poligonjainak kozéppontjai
egybeesnek a régi halézat poligonjainak kozéppontjaival, a tobbi Uj
hatszog kdzéppontja pedig a régi poligonok csucsai helyére esnek. Az igy
kapott hatszogek terllete 1/3-a az eredeti hatszdégeknek.

Lugo 1994-ben Dutton QTM rendszerébdl kiindulva megalkotta sajat TQS
(Triangulated Quadtree Sequencing) nevil szerkezetét. Clarke pillangd
vetilletét hasznalta sikeresen modellje alatémasztasahoz.



Ugyancsak egy poliéder alapu valtozatot fejlesztett ki egy kutatécsoport,
teljesen mas céllal (1992). Kimerling, Overton és White egy statisztikusan
megbizhatd mintavételezési programot dolgoztak ki globalis 6koldgiai
adatokhoz. Kritériumaik a kovetkezb6ek voltak: véletlenszerlen elhelyezett
mintavételezési racs; terilettartd vetllet; mintavételezési racs siritésnek
lehet6sége hierarchikus médon. Mintavételezési racs alapjaul egy csonka
ikozaédert szerkesztettek, vetilletiik pedig a Lambert-féle terilettartd
sikvetilet volt.

Topografiai térképek

A topografiai térképek a tobbi térképtdl altaldban abban is kiilonbdznek
vetlileti szempontbdl, hogy a poliéderek oldalai ebben az esetben nem a
gombi fokorok képei, hanem a fokhaldzati vonalaké (merididanoké és
paralelkorokeé).

A harmadik katonai felvétel (1869-1887) az ugynevezett Lichtenstern-féle
poliédervetilletet hasznalta. Meghlzva az ellipszoidon 30 fokpercenként a
meridianokat és 15 percenként a paralelkordket, trapéz-szer( alakzatokat
kaptak. Minden ilyen terlletrészt egy-egy sikon fekvének gondoltak, és a
sarokpontokat egyenesekkel kototték dssze. Egy ilyen trapézt 1:75 000-es
méretaranyban abrazoltak, az orszag teriletét ilyen szelvényekre
osztottak fel. Az 6sszes szelvény hézagmentesen Osszeilleszthetd, a teljes
Foldet egy korillbelil 100 méter sugard (mar majdnem gdémb alaku)
poliéderen &brazolhatnank, ha a teljes Foldre elkészllt volna minden
szelvény, ami 518400 szelvényt jelentett volna. Ennek azonban inkabb
csak elméleti jelentdsége van, hiszen egy-egy szelvényt csak dnmagaban
(vagy még tovabb osztva) hasznaltak, mint katonai térképet.

A késObbiekben a poliéder szelvénybeosztast megtartva sztereografikus
rendszerben készliltek a topografiai térképek. Ennek a megoldasnak
kilonlegessége az volt, hogy mivel sztereografikus vetileten a fokhaldzati
vonalak képei — és igy a poliéder szelvények keretvonalai is - nem kdzo6s
kozéppontu korok, ezért elméletileg az egy sorban levd (két paralelkor
altal hatarolt) szelvények sem azonos méretliek. A poliéder vetlletnél az
egy sorban levd szelvények mind azonos méretliek.

A nemzetkdzi 1 : 1 000 000 méretaranyu vilagtérkép szerkesztéséhez is
poliéder rendszer( vetlletet vettek alapul az 1909-ben tartott londoni
nemzetkdzi kongresszuson. A felliletrészeket (foktrapézokat) hatarold
paralelkoroket 4°-onként, a hatarolé merididanokat 6°-onként vették fol. A
paralelkorokkel hatarolt 6veket az Egyenlitotdl a sarkok felé A, B, C....Z
betlivel jelolték. Az utolsé o6v szélessége csak 2°, a 88°-t6l a podlusig
terjed. A meridianokkal hatarolt oszlopokat a kezdOmeridiantol keletre és
nyugatra is 1-t8l kezdve szdmozassal jeldlték. Osszesen 60 oszlopot
kapunk ily mdédon. Az egyes lapokra az egyszerd amerikai polikonikus
vetlletet alkalmaztak kisebb moddositasokkal. A trapézokat hatarold
paralelkorok hossztartéak, a meridianok képei, egy felliletrészen belil,
egyenesek. A kdzépmeridiantdl 2°-ra levé meridianok a hossztartéak,
ennek megfeleléen sem a kézépmeridian, sem a hatarold meridianok nem
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hossztartdoak. A szelvényeket 0&venként vagy
oszloponként megszakitas nélkdl lehet
Osszeilleszteni, azonban az 0Osszes szelvény
Osszeillesztése egy 0sszefiiggd, megszakitas-mentes
fellletté nem lehetséges.

Maga a rendszer nagyon hasonlit a kés6bbiekben jdl
ismert Gauss-Kriger és UTM vetileti rendszerekre
is. Mig a Gauss-Kriger vetileti rendszerben a
felosztas ugyanigy 4 és 6 fokonként torténik, az
UTM rendszerben 8 fokos a paralelkdorék beosztasa.
A Gauss-Kriger esetén érintd, UTM esetén pedig
metsz0 szogtartd transzverzalis hengervetiletet
haszndlunk a poligonok leképezéséhez. Az Osszes

10. dbra: Az egymillios

vilagtérképmii szelvényezése

szelvény egyik esetben sem illeszthetd 6ssze egy teljes poliéderré itt sem.



ALKALMAZOTT VETULETEK

Gnomonikus vetiilet

A gnomonikus leképezés egy perspektiv leképezés, alapelve rendkivil
egyszer(: vetitési kozéppont a gomb kodzéppontja, a képsik pedig egy a
goémbot a polusban érintd, vagy ezzel parhuzamos sik. A vetlleti
egyenleteit a kovetkez6képpen kapjuk:

q = tan(90-])
X =q * cos([])
y = q * sin(0).

Kinézetre és matematikai szamitasokkal T
mérve is latszik, hogy a sz6g-, de még
inkabb a terilettorzuldas mértéke rendkivili
mértékben nd a kozépponttdl tavolodvan. A
paralelkér menti hossztorzulas: #=1/cosp
a meridian menti hossztorzulas pedig:

k=1/cosp . Ezekbdl megkapjuk a
terilettorzulast és a maximalis

szogtorzulast:

t=hk= ]

T3
cos” f3 11. dbra: A gnomonikus vetiilet
) k—h
sind__=——=tan" L .
max- k+h 2

A hatalmas torzuldsok ellenére van egy rendkivil hasznos tulajdonsaga: a
gombi fokorok képei mindig egyenesek lesznek. Ebbdl kdvetkezik hogy
ezzel a vetillettel meglehet6sen egyszer(i médot talaltunk barmilyen
(konvex) poliéder felszinére torténo leképezéshez.

Altaldban elmondhaté, igy a gnomonikus poliédereknél is, hogy minél tobb
lapja van a poliédernek, annal jobban koézeliti a Foéldgomb alakjat. Ennek
megfelel6en a torzulasok legszéls6ségesebb értékei egyre kevésbé térnek
el az idedlis 1 értékt6l. Nem szliikséges, hogy a térbeli alakzat minden
oldallapja egybevagd legyen, ugyanis ez vetllettanilag nem okoz gondot,
igy nemcsak az otféle szabalyos (Platon-féle) poliéderre lehet alkalmazni,
hanem a félig szabalyos (Arkhimédész-féle) poliéderekre és a
szabalytalanokra is.

Szogtarto vetiiletek

A szogtartd poliédervetiletek alapja Karl Herman Amandus Schwarz
(1843-1921) 1864-es tanulmanya, amelyben megallapitja hogy egy kor
belseje szogtartd mddon leképezheté barmely szabalyos sokszdg
belsejére. Elmélete a konform leképezések Riemanntdl szarmazé
alaptételén alapul, amely kimondja hogyha adott a sikon a D1
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egyszeresen 0Osszefliggé tartomany, amely nem az egész sik, akkor
létezik olyan konform leképezés , amely D1-et kblcsondsen egyértelmdien
atviszi az egységkdr belsejére. Ezen tételt is csak Schwarz munkajaval
nyert elfogadhaté bizonyitast, miutan az altalanos 6sszefliggd tartomanyt
sokszogekkel kozelitette.

Nyolc évvel késébb 1872-ben pedig mar a gomb felszinét szabalyos
poliéderekre leképez6 szogtartd leképezéseket alkotott. Ezen formuldkat
el6szor Charles Sanders Peirce (1839-1914) alkalmazta a kartografidban
1879-ben, midén a félgombot négyzetre
vetitette szogtartdé modon. Ennek
transzverzalis valtozatat 1887-ben irta le
Emile Guyou.

13. dbra: Guyou szégtarto vetiilete
12. dbra: Pierce szogtarto vetiilete

1925-6s mlivét Oscar S. Adams Elliptic
Functions Applied to Conformal World
Maps cimmel publikalta, melyben _
megallapitja hogy Schwarz el6bbi s
integralja n=3 esetén Dixon elliptikus B b
figgvényeivel azonosak. Publikaciéjanak - f-’ﬁ}:
masodik felében ezen fliggvényeken
alapuld szogtarté vetileteket is bemutat.
A koOvetkez6 években a vetlilet még
szamos valtozata kerlil megalkotasra,
tobbek ko6z6tt 1929-ben Adams a teljes
gombot  abrdzolja négyzet alakban,
1936-ban ugyan6 ennek egy masik
valtozatat, ahol a pdélusok a négyzet két
szemkoOzti oldalanak kozepén vannak,
1935-ben J. F. Cox egyenldoldall haromszdg alakban abrazolja a teljes
foldet, természetesen mindegyik szdgtartdé maédon.

Schwarz szerint az egység sugaru kor (z) belseje konform maddon
leképezhetd egy szabalyos, n oldall sokszog (w) belsejére a kovetkez6

W

14. dbra: Adams szogtarto
négyzet-vetiilete

. , , s 7 z n —2/n
integral segitsegevel: wzfo (1 -z ) dz .
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Ez Adams szerint n=3 esetén a kdvetkez6 formaban irhatd: smw= z, ahol
sm a Dixon-féle elliptikus fliggvény. Ebben az esetben tehat egy kor
belsejét szogtartdan képezziik le egy szabalyos haromszogre. A kévetkezd
szogtartd vetilleteknél ezeket a Dixon-féle elliptikus fliggvényeket
hasznalhatjuk matematikai leirashoz.

SZABALYOS POLIEDEREK

Poliédernek neveziink egy testet, |Lapok Elek Cstcsok Név

ha sikok hatdroljdk. A szabalyos |4 6 4 Tetraéder
poliédereket, mas néven |6 12 8 Kocka
Platon-féle testeket az jellemzi, |8 12 6 Oktaéder
hogy hatarolé lapjaik egybevagd [12 30 20 Dodekaéder
szabalyos  sokszdgek, csucsaik 12 Ikozaéder
pedig egybevagé szabalyos

csucsok. 2. tabldzat: A szabdlyos poliéderek adatai

Hexaéder (kocka)

Egy origd kozéppontd, normalis elrendezés(i (lapjai parhuzamosak a
koordinata-tengelyekkel) kocka csucsainak derékszogl koordinatai:

A(11-1)

B(111)

C(-111)

D(-11-1)

E(1-1-1)

F(1-11)

G(-1-11)

H(-1-1-1) ,
Ezekbdl pedig felhaszndlva a gémbi polarkoordinatak, 15. dbra: Kocka

és a derékszogl koordinatak kozotti
Y

z
tanl== ¢@g WWNP=—f7—
x Vx4 z

Osszefliggéseket, kapjuk a kocka csucsainak

)

gombfellletre vetitett féldrajzi koordinatait re®
normalis  elhelyezés esetén (egyik lap .
k6zéppontja a polusban): ' ;’I

A (0=35,2643° []=-45°) - > Ty
B (0=35,2643° []=45°) \
C (0=35,2643°[]=135°)

D (0=35,2643° []=-135°) \

A maradék négy csucs hasonléan, []=-35,26° \\»-\_,/L'

szélességgel ([] pontos értékei: +arctan(1/+2) ).
Tehat a csuUcsok tavolsaga a megfeleld lap 16. abra: Kocka vetiilete a
kdzeppontjatol (seged-polustavolsag, [1): foldgombon, normdlis elhelyezés

11



T 1
= — —arctan —— = arctan \/5
p=7 5 .
Az oldalkoszinusz-tételbdl pedig kapjuk egy oldal hosszat (a):
cos a = cos’ arctan \/§+ sin” arctan \/E*cos% , vagyis a=arccos% .

Az oldalak felez6pontjanak tavolsaga a kdzépponttdl, azaz a kdzéppontok
élektdl valé tavolsaga pedig a szimmetria miatt 2z/8=x/4 .

Egy masik lehetséges elhelyezés, hogy a kocka
egyik cstcsa (A) van a  podlusban,
természetesen ebben az esetben a szemkozti
csucs van az ellentétes poélusban. Az A
csuccsal szomszédos csucsok polustavolsagat
megkapjuk az oldalhosszusagbdl:

L= arccos% ~70,5287° ,

tehat a szélesség:

Q= r_ arccos 1 = arcsin 1 ~19,47122° 17. dbra: Kocka vetiilete a
2 3 3 foldgombin, transzverz elhelyezés

A szimmetria miatt a masik 3 kdzépsd csucs

koordinatainak szélessége megegyezik ennek az értéknek a negativjaval.

Mivel egy csucsnak harom szomszédos cslUcsa van, ezért az A csuccsal

szomszédos harom csucs foldrajzi hosszUsaga a szimmetria miatt

120°-onként kovetkezik, ugyanigy a maradék harom csucs is. Tehat ha

kikotjlik, hogy a kezd6meridian az egyik lap kézepén huzédjon, akkor a 8

csucs koordinatai:

A (0=90°)

B (]=19,47122° []=60°)

C (0=-19,47122° []=0°)

D (0=19,47122° []=-60°)

E ((=-19,47122° []=-120°)

F (0=19,47122° []=180°)

G (0=-19,47122° []=120°)

H (0=-90°)

A szélességek pontos értékei: ¢ = *arcsinl/3 .

A lapok kozéppontjainak koordinatai ekkor értelemszer(ien a csucsok

tavolsdgaval egyenlék, azaz p=arctan\2 , tehdt az ,északi” harom lap

kozéppontjanak koordinatai

T 1
= — —arctan V2 =arctan —— ~35,26439 °
P=3 V2 '

a ,délieké” pedig ennek az ellentettje, a hosszlisagok itt is a két
csoportbdl felvaltva 60°-onként kovetkeznek.

12



Gnomonikus hexaéder | e

A kocka esetén a maximalis (segéd)pdlustavolsag (mas
széval a csucsok gombi tavolsdaga a vetitési |[F& r.éi'
k6zépponttol): o

B ™ arccosL ~54,7356°

V3

Ezt az eredményt behelyettesitve a fenti képletekbe
kapjuk itt is a terllettorzuldst és a maximalis

szogtorzuldst: =27 és 4,,.~15.5422° A 18. &bran 18.dbra:
normalis elhelyezés(i kocka vetilet két lapjat lathatjuk, Gnomonikus
az egyik normal gnomonikus vetllet, a masik pedig kockavetiilet

transzverzalis gnomonikus vetilet.

Teriilettarto kockavetiilet (médositott Lambert-féle sikvetiilet)

A szimmetria okan ki kell kétnink, hogy a kocka nyolc cslucspontja
ugyanott van, mint a gnomonikus vetiletnél. A terilletegyenldség
megkivanja, hogy a kocka lapjainak oldalanak hossza 2x%+z/6, hiszen
ekkor a 6 oldal tertlilete éppen 4[].

Nevezziik el az alabbi pontok megfeleldjét a gombon, illetve a képsikon
rendre A,A';B,B';C,C'-vel:

A (0 =0; 0 =90;) anégyzet kdzéppontja

19. dbra: Az ABC gdmbhdromszog leképezése sikba

A BC szakaszon haladva tovabbra is tartsuk fenn a terliletegyenlOséget:
tetszoleges BC ortodréman levé D pontra legyen a BAD szdg []. Ekkor a
goémbharomszogtani szogkoszinusz tételbdl kovetkez6en a BDA szdg

(F)
arccos TSmi ;

Az ismert terlletszamitas alapjan a gdmbi hdromszdg teriilete a
haromszég harom bels6 szbgének (radianban szamolt) 6sszegénél []J-vel
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kevesebb. Masrészt viszont a képsikon az A'D'B' haromszog terllete (a
B'A'D' szoget []'-nek elnevezve)

_z@ni
6 2
EbbdI a terliletegyenlOséget kihasznalva:

2 =arctan [ (arccos (Qsmi) +i—£)£:| .
2 2 T

Ezzel a moddszerrel a kdzpontbdl induld meridianok altal bezart szogeket
atszamoztuk. A Lambert-féle sikvetlletben adott [J-re kiszamolhaté a g
sugarfiggvénybdl kévetkezé hossz, melynél a meridianok mentén (s igy
mindendtt) a terllettorzulas értéke 1. Az igy kapott hosszat ezek utan
meg kell nyujtani (6ssze kell nyomni) a képsikon levé A'D' hosszra:

A’D'z\/Z L
6 cos i

Az AD szakasz hossza az eredeti
gbmbharomsz6godn kiszamolhatd:

T

cosA = ctgAD * ctgl , ahonnan 4D =arctan
4 cos A

Majd bevezethetjik a q' sugarfiggvényt:

20. dbra: Teriilettarto

. AD ) kockavetiilet
g =——"—2sin s
. AD 2 .
2sin —
2

Ezek utan pedig mar barmely pont koordinatajat kénnyen megkaphatjuk
az ABC haromszogben. A képsik hat kockalapjan 8-8 ilyen haromszég van,
de a kodzponti szimmetriat (nem kézéppontos) felhasznalva a 45[] és 360[]
kozé esO hosszusagokat is konnyen elhelyezhetjik. x = q' [J cos(]'), Yy =
g' [ sin(("). Ahogy a 20. és 21. abran is latszik, az egyes lapokon bell
torések keletkeznek a haromszogeket elvalaszté vonalak mentén.

N

[
HEN

-
[ ]

L
-
L

21. dbra: A teriilettarto kockavetiilet egyenlitGi (transzverzdlis) lapjai
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Szogtarto kocka vetiilet

A gomb felliletének egy hatod része, mely egy kocka egy lapjanak felel
meg, nem mas mint egy gdmbnégyszdg, amelyet atléi négy kisebb
goémbharomszogre osztanak, melyeknek szogei: [1/2, /3, [0/3. Ezen kis
goémbharomszogek sztereografikus vetlilete konform mddon képezhets le
a teljes félsikra. A félsikot el6szor negyed sikra vetitjik, majd a négy
darab negyedsikbdl allo teljes sikot egy kor belsejébe vetitjik, amely
viszont egy négyzetté transzformalhatdé a Jacobi-féle elliptikus fliggvények
segitségével.

Direkt elrendezés esetén a két pdlus két szemkozti lap kozéppontjaban
van, a maradék négy oldal kdézépvonala pedig az egyenlit6. A pdlusokat
tartalmazo lapokat a normal sztereografikus vetlletbdl szarmaztatjuk, a
masik négyet pedig a transzverzdlis sztereografikusbol, 45[]-kal
elforgatva.

22. dbra: Szogtarto kockavetiilet

Létezik olyan elhelyezés is, hogy mindegyik lapon a fokhalézat képe
hasonld. Ebben az esetben mindegyik lap egyik cslcsa valamelyik pélusra
esik. Mindegyik lapot a ferde sztereografikus vetliletb6l szarmaztatjuk, a
kezdOpont szélessége pedig a tan® = +1/42 képlet alapjan szamithato.

OKTAEDER

Vetllettani szempontbdl a legszabalyosabb
poliéder, hiszen normalis elhelyezés esetén
(egyik csucsa a polusban van) élei gdombi
fokorok és fokhaldzati vonalak is egyben.
Eppen ezért jelen keretek kdzott csak ezzel az
egy elrendezéssel foglalkozunk.

Tehat normalis elhelyezéssel a csucsok

foldrajzi koordinatai:

A (D=990’ D=8°) 23. abra Oktaéder vetiilete a
B (0=0°, 0=0°) foldgombon
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C (0=0°, 0=90°)

D (0=0°, 0=-90°)

E (0=0°, 0=180°)

F (0=-90°, 0=0°).

(a 23. abran az elrendezés 30°-kal nyugatra elforgatva lathatd)

Tehat 1-1 csics a két pdlusban van, a tébbi pedig egyenletesen szétszorva
90°-onként az Egyenlitdn. Igy a nyolc élbél négy darab az Egyenlité képe,
a masik négy pedig két, egymassal 90°-ot bezaré meridiané. Az
alapfellileten a gdémbharomszdgek minden oldala
és szoge is [J/2 nagysagu, valamint minden
meridian is (egy haromszoégén belll) ilyen
hosszusagu.

Az egyes lapokon belil a csucsok és az
oldalfelez6k kozépponttdl vald tavolsagait ugy
kapjuk, ha felirjuk az els6 Napier szabalyt az
eredeti haromszog egy kisebb részére, amit az
kozéppontbdl az egyik cslcshoz és a szomszédos e
oldalfelez6h6z huzott fokoér hatarol. A kapott kis

haromszog derékszogl, a masik két szége pedig 24 dbra: A gombi oktaéder
/4 és [1/3 nagysagu. Tehdt a Napier szabaly lapjanak feldaraboldsa
alapjan:

T T 1 i , , , 1
COSﬁzctgzctg§=ﬁ , innen a csucsok tavolsaga: ﬁ=arccosﬁ .

Az ismeretlen befogdra ([J):

cosa+:ct Ect EZL
SR E NN

tehat az oldalfelezék tavolsaga ():

T 1
o =——arccos ——

2 V3!

igy valdéban a két tavolsag osszege [I/2, azaz a teljes (fél)meridian hossza.
Gnomonikus oktaéder

Az oktaéder esetén is a gnomonikus vetilet a
leképezés talan legegyszer(ibb mddja. Es mivel
az egyes lapokon belll a kézéppont tavolsaga a
csucsoktol (tehat a maximalis
segéd-pdlustavolsag) megegyezik a kockanal
szamoltakkal, ezért a gnomonikus oktaéder
esetén a maximalis szog-, és terllettorzulas is
ugyanannyi mint a kocka esetén.

25. dbra: A 24. dbrdn ldthaté
gombhdromszog gnomonikus
leképezése
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Teriilettarté oktaéder \vetiillet parhuzamos paralelkorokkel
(Médositott Collignon-vetiilet)

A terilletegyenléség megkivanja, hogy az oktaéder lapjainak oldalanak
hossza +2z/+3 mivel igy a 8 oldallap teriilete éppen 4[].

Tekintsiik a gombon egy laphoz tartoz6 gémbharomszéget, egyszeriség
kedvéért ennek csucspontjai legyenek az északi

polus valamint a []=45° és a []=-45° hosszusagu =

pontok az Egyenlitén. Ekkor a [] szélességhez :
tartozé paralelkér és a két hataroldé meridian
altal meghatarozott gombfellleti idom
felszinének nagysaga (negyed goémbsiveg
felszine): F=(z/2)*(1 —singp) . Az ehhez a
goémbharomszoghoéz tartozé sikharomszdgben
(az oktaéder megfelel6 lapja) tekintsik az
eredetihez  hasonld, olyan haromszdgeket,
melyeknek  alapja az  eredeti alapjaval
parhuzamos, a masik két oldala pedig egy
egyenesen van az eredetiével. Egy ilyen
haromszog terilete 7= yx ahol y a haromsz6g magassaga, x az alapjanak
a fele. Mivel szabadlyos haromszdgrél van szo, ezért

) 3

2
X === 2 o T:y _— .
3 tehat a tertlet 3

26. dbra: Negyedgombsiiveg a
gombi oktaéderen

A két teriletet egyenlévé téve kapjuk, hogy

y=\/%(l*sincp).

A  terllettartésdg miatt x-et Ugy kell
megvalasztanunk, hogy a paralelkorok
egyenkozliek legyenek, tehat mivel a []=45°
meridian képe éppen a hdromszog egyik hatarold
oldala, ezért

27. dbra: A negyedgombsiiveg
4 .
x=—1-y. megfeleldje sikban
T

Ha kezdd tengelynek a hdaromszog alapjat, azaz az egyenlitét akarjuk
tenni, akkor az y-t kell vonjuk a haromsz6g magassagabdl. Tehat a
végeredmeény:

3z

x:ﬁ - (1 —sing) és yz\/”_\g_\/%(l —sing) .
T 3
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Teriilettarto oktaéder vetiilet (moédositott Lambert)

A kockanal bevezetett képletek a kovetkez6képpen mddosulnak:
Mivel a gombharomszdgek minden szdge és oldala derékszdég, ezért az
atszamozott hossz(Jség a teriletegyenl6ség alapjan:

4 = arctan ———
f 37
Az A'D’ képfellleti hossz marad
A’D(: 7 . 7 . o 71'\/3
coss ahol m a haromsz6g magassaga: m= 5

az alapfellleti AD meridianhossz értelemszerlien A4D==z/2, ezeket
0sszegezve a sugarfiggvény:

73
2
cosarctan i
: AD . 73 . p 73 . p
q=——"-—"="2sn’-= * 2sin—= * sin —
AD 2 V2 2 4) 2
2 sin — cosarctan
2 3
Ebbdl x-t és y-t kapjuk:
-y 5 Jz3#sin L
x= *gin 2 *sin 1 , 2 :
2 és y= cosd ,
cosarctan 42
T \/3 cosarctan ——
z\3

Ezekbe []'-t behelyettesitve, és tovabb egyszer(sitve kapjuk

x= \/g*smﬁ* 0 és y=\rx 3*sm—,

.o 1 —cosa . . (7r )
sin—=4———= és a cosa=sin|——a
2 2 2

azonossagokat felhasznalva az

xzﬁ\/l —smcp\/n\/g és y:m 75_\/3
g 2 3 2

egyenletekhez jutunk, ami pedig nem mas, mint az el6z6, Collignon-féle
vetllet, csak az y tengely mentén el van tolva a kezdOpont, és a tengely
irdnya is ellenkezd. Tehat a két mddszerrel ugyanazt a vetiiletet kaptuk.
Vetileti tulajdonsagai: mivel képzetes hengervetlletrél van szo, ezért a
meridian és paralelkdr menti hossztorzuldsokat a
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dy 1, ox, 1
=— -, €s
dgsing 04 cosop

képletekbdl kapjuk. Ezekbe behelyettesitjik a fenti egyenleteket, és
kapjuk hogy:

he V1 —sincpi 7[\/5 Vi —smcp / &g
cos T 6 cos

k= /nx/i l*coscp >|<.1 ’
2 2 \/] —sm(p sin 8

ezekbdl pedig ranézésre is latszik, hogy a terllettorzulds t=h*k*sinf=1,
tehat valdban terilettartd vetiletet kaptunk.,

Ir]uk fel a [J szélességen adott [J[thoz tartozéd paralelkor-szakasz
alapfellleti és képfellileti hosszat: a gomboén s=4dicosg , a képfellleten

pedig

s’=ﬂ\/l —sincp\/nT\/5 .
T

A két hosszt egyenl6vé téve kapjuk:

coscp=i\/l —sincp\”T\/g .
T

Négyzetre emelve és atrendezve

8
1 —sin2<p= 1 —singp)——
(1 —sno) 2,
bbdl 1+sn@=—"—  tehat
ebbd — 7+ tehd

(p=arcsm——1
T3

Ez a szélességi kor tehat
hossztartd, mivel az 0Osszes

para lelkér ekvidisztans 28. dbra: Teriilettarté oktaéder vetiilet (északi félgomb)
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Oktaéder vetiilet ekvidisztans meridianokkal, konstans
sugarhajlassal, hossztart6 egyenlitovel és hatarolomeridianokkal

Egy-egy haromszdg oldalai a definicié miatt [J/2 hosszUsaguak. A gombi
oktaéderben a haromszog szogei is [J/2-vel egyenldek, a sik oktaéderben
viszont, mivel szabalyos oktaéderrdl van szd, a szogek 60°-osak. Tehat a
sugarhajlas

A_=3_2

ioml2 37

Egy hdromsz6g magassidga: m=x+3/4, ebbbl kapjuk a képfelileti
meridianok hosszat:

cos—1
3

Innen mar csak a [] szerint kell ekvidisztdnssa tenni, ezutdn kapjuk a
sugarfliggvényt:
rl2 —@

"
9 /2

29. dabra: Oktaéder-vetiilet ekvidisztdins merididnokkal, konstans sugdrhajlassal, hossztarto egyenlitével és
hatdrolémerididnokkal
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Szogtarto oktaéder

A gomb azon része amely egy szabalyos oktaéder egy lapjahoz tartozik,
egy derékszogl gombharomszdg, melynek minden szége és minden oldala
is derékszdg. Ez a gombharomszog hat darab kisebb gémbharomszdgre
bonthatd, melyeknek szogei [I/2, [0/3, /4. Ezeket egyenként szogtartd
modon leképezhetjik a teljes félsikra, majd a teljes félsikokat egy [/3
sz6gl korcikkbe, ily mddon Osszeall a hat darab korcikkbdl a teljes kor,
amelyet a Schwarz integral segitségével képezhetjik le egy szabalyos
haromszogre, amelyekbdl oktaédertnk felépdl.

TETRAEDER

A tetraéder geometriai tulajdonsagai kovetkeztében az egész test
kihajthato egy nagyobb szabalyos haromszégbe, tehat az egész Foldet egy
szabdlyos haromszoég konturban jelenithetjik meg.

Idedlis elhelyezés lehet példaul, ha az északi pdolus az egyik csucsnal van,
a maradék harom pedig a déli szélesség arcsin(1/3)-nal, a hosszlisaguk
pedig 20[] Ny, 100°K és 140 Ny. Ily mddon a szarazfoldek elegendd
tavolsdgra vannak a szinguldris pontoktél ahhoz, hogy nagyaranyu
torzulas ne lépjen fel.

Ha az egyik lapot a kdzépvonalanal levagjuk, elrendezhetjik oly moédon a
kapott részeket, hogy a teljes gémb téglalap alakot vesz fol, oldalainak
aranya 3/4 .

A poliéderek kozil egyedil a tetraédernek van meg az a tulajdonsaga,
hogy ha lapjait kihajtjuk, akkor mivel szabalyos haromszdget kapunk,
tehat egy végtelen mozaik-elrendezésben a teljes sikot lefedhetjik vele,
megszakitasok nélkdl.

i
e

30. dabra: Transzverz tetraéder-mozaik

Thomas Wray azt az elrendezést ajanlja normal elrendezésnek, amikor
mindkét pdlus egy-egy él kézéppontjan van. Ebben az esetben mind a
négy lapon azonos a fokhaldzat rajza. A tetraéder tulajdonsagaibol adodik,
hogy a szemben I|év6 élek kozéppontjait 0Osszekdtd szakaszok egy
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perpendikularis triddot alkotnak, tehat paronként merélegesek egymasra.
EbblOl a két pdlust 6sszekoté vonal definidlja ezek szerint a normal vagy
direkt elhelyezést, a masik kettd pedig az els6 és masodik transzverzalis
elrendezést.

Normal (direkt) elrendezés

C
Induljunk ki a normalis elhelyezés(i kockabdl. Ennek ;’\\
két szemkozti lapjan lévdé 2-2 ellentétes csucs egy .U
szabalyos tetraédert hatdroz meg. Tehat a kocka nyolc I 4
csucsabdl a négy kivalasztott: / | ——a
A(l-1-1)
B(-1-11) B
C ('1 1 _1) 31. dbra: Tetraéder a
D (1 1 1) kockdban

Ezekbll pedig ismét felhasznadlva a gombi
polarkoordinatadk, és a derékszogl koordinatak kozotti tami=:z/x és
tanp = y/Vx?+ 2>  Osszefliggéseket, kapjuk a tetraéder csucsainak
gombfellletre vetitett foldrajzi koordinatait direkt elhelyezés esetén:
A (J=-35,2643 []=-45)
B (]=-35,2643 []=135)
C (0=+35,2643 [=45) .
D (0=+35,2643 []=-135)

My
£
Az elrendezésbdl adddik, hogy a két pdlus a két r
megfelel6 él felezOpontjan van. Forgassuk még l'u
el a kapott pontokat, oly mddon, hogy a

kezddmeridian képe az egyik lap kdzépvonalan v
huzddjon, ekkor a kapott koordinatak: \\1

A (0=-35,2643 []=0)
B (J=-35,2643 []=180) 32. abra: Tetraéder vetiilete a
C (D=+35 2643 D=90) foldgombin (direkt elhelyezés)
D (0=+35,2643 []=-90)

Ekkor a lapok kodzéppontjainak pdlustavolsdga B=a=arcsiny2/3, tehat
@znlz—ﬂzarccos@ , a masik két lapra pedig a szimmetria miatt
@ =—arccosy2/3 . Es mivel a kézépmerididan az ADC lap kézepén huzodik,
ezért ennek a lapnak a kdozéppontja is rajta van a kezdémeridianon, és a
szimmetridbdl kovetkezik, hogy a féldrajzi hosszisagok 90°-onként
kovetkeznek, tehat a lapok k6zéppontjainak koordinatai:

ADC: (=+35,2643°[]=0°)

BDC: (J=+35,2643°[]=180°)

DBA: ([]=-35,2643° []=-90°)

CBA: (]=-35,2643° []=+90°)

(0 pontos értékei itt is +arccosv2/3 ).
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Transzverzalis elhelyezés

Ez esetben a tetraéder egyik cslcsa az északi
polus a képe, a déli podlus képe pedig a
szemkoOzti lap kbdzéppontja, valamint a
kezddmerididan az egyik lap kdzépmeridianja is
egyben.

A szimmetria miatt nyilvanvalé hogy az
alapfelileten a gdmbharomszégek minden
szdge 2[]/3 nagysagu, azaz 120°, mivel minden
csucsban 3 lap taldlkozik. Irjuk fel az egyik
oldalra az oldalkoszinusz-tételt: 33. dbra: Tetraéder vetiilete a

foldgombén (transzverzdlis)

cosZ—n: _C0S22_7r+ sin22—7[*cosa

3 3 3 !
ahol a a hdromszdg oldalainak hossza, atrendezve: a=arccos(—1/3) . Tehat
a maradék 3 csucs foldrajzi koordinatai (az elsé az északi pdlus: []=90°):
P=90°—a~—19,4712° , és []=-60°, 60° és 180°.
A mar megszokott moddon osszunk fel egy haromszoget 6 darab kisebb
haromszoégre. Az igy kapott haromszdgek mindegyike derékszégli, a masik
két szoge pedig [J/3 nagysagu. Erre is alkalmazzuk a Napier szabalyt:

T
cosfi= ctg2 —

3 vagyis a csucsok tavolsaga a kdzépponttdl:

p= arccos% ~70,5288° ,

A  szinusz-tételb6l pedig megkapjuk a
felez6pont tavolsagat a kdzépponttdl:

. T . T
sin—  sin —
S __ 2 vagyis
sin o ) 1! gy
sin arccos 3

34. dbra: Gombi tetraéder

. LT 1 .
sin o = sin ? Sin arccos g , azaz felosztdsa

2
a = arcsin (sin%*sinarcsin 1 —(%) )=arcsin \/%N54,7356° .
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Gnomonikus tetraéder

A legnagyobb (segéd-)pdlustavolsag a
tetraéder esetén ,Bmaxzarccosll3m70,5288°,
ebbdl kiszamithatjuk a terillettorzulds és a
maximalis szégtorzulast:

12;227

3 és
coSs ﬁmax

max

B max
A =arcsin tg2 ;a =30°.

35. dbra: gnomonikus tetraéder
(direkt elrendezés)

Teriilettarto tetraéder vetiilet (moédositott Lambert)

A kockahoz és az oktaéderhez hasonld moddszerrel kapjuk a terilettartd
tetraédert is. A klilonbség a poliéderek eltér6 geometriai tulajdonsagabdl
fakad.

A terlletegyenl6ségbol kovetkezik, hogy egy haromszog terilete [J kell
hogy legyen (4r=4x*T ). A szabalyos haromszodgeket felosztjuk 6 darab
egybevagd részre az alapfellleten és a képfellileten is. A gombon igy
egyenlOszari derékszogd haromszdgeket kapunk. Az kozds csucsbdl
hizott  meridian altal kialakitott haromszogekre  felirva a
terliletegyenl6ségeket kapjuk az atszamozott hosszusagot:

6\/5 arccos(ﬁsini)jL}L—£ . ﬁ-
P 3 2 P

A képfellleti meridianhossz: 4 D'=mx* (1/cosA’),
ahol m a kezdOmeridian képének hossza (a kis RO .
hdromszdg magassdga) m=+z/(3 -\3). Ennek A
az alapfellleti megfeleldje Sl

AD:arctan(\/E 1 )

) =arctan [

cosA

36. dabra: Teriilettarté tetraéder

a Napier szabalybdl. Az eddigiekbdl

behelyttesités utan felirhaté a sugarfiiggvény: vetiilet (transzverzdlis)

Szogtarto tetraéder

A gomb felszinét négy darab egybevagé gombharomszogre osztjuk,
melyeknek szdgei 2[]/3 nagysaguak. Mindegyikiket tovabb daraboljuk 6
darab kisebb gombharomszdgre, oly modon, hogy a kozéppontot
O0sszekotjilk a csucsokkal és az oldalak kdzéppontjaval, az igy kapott
kicsiny gdmbharomszdgek szdgei: [1/2, [1/3 és [1/3 nagysaguak.
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Ezeket a haromszogeket pedig egy [J/3 nagysagu korszektorra le tudjuk
képezni konform maddon, majd végil a hat korcikkbdl Osszeallt kort a
Schwarz integral segitségével alakitjuk vissza szabalyos sikharomszéggé.
Végeredményil egy olyan tetraéder vetliletet kapunk, amely szégtarto, a
tetraéder minden egyes oldala az eredeti szabalyos gémbharomszoégeknek
felel meg. Ezen vetllet matematikai leirdsara legalkalmasabbak a
Jakobi-féle fliggvények.

IKOZAEDER

Az ikozaéder egy husz darab szabalyos haromszogbdl allo poliéder. A
gombon ez  természetesen szintén husz darab egybevagd
goémbharomszognek felel meg, melyeknek szégei 2[]/5 nagysaguak, hiszen
egy csucsban o6t darab hdromszog talalkozik. Ebbdl, felhasznalva
goémbharémszogtani azonossagokat kapjuk a
haromszodgek tdbbi adatat. Az oldalak hossza:

a=2% arccos2— ~63,42° ,

10-2 45
a cslcsok tavolsaga a kdozépponttol:

V3 1+45

b= arccos?— ~37,3373°

10-2 45 ’

és az oldalak tavolsaga a kozépponttdl:

5
~20,9052° .,
2 %3 37. dbra: A gombi ikozaéder

hdromszogeinek felosztdsa

¢ = arccos

Valasszuk direkt elrendezésnek azt a
helyzetet, amikor az egyik cslUcs van a =
polusban. Ebben a helyzetben a husz
oldallap tisztdn harom csoportra oszthato:
5-5 lap érintkezik a déli és északi pdlussal, a
maradék tiz lap pedig az egyenlité mentén
alkot ovet (természetesen nem szabalyos
gdémbdvet).

A tizenkét cslicsbodl tehat kettd a két podlus, a
maradék tiz cslcs koordinatajat egyszerien
megkapjuk az oldalhosszbdl (a), hiszen az
nem mas itt, mint a csucsok podlustavolsaga
B=a;p==(m/2—B) , a hosszlsagokat
pedig a szimmetria miatt 72 fokonkeént 3 abra: Gombi ikozaéder (normdl)

kapjuk. Ha a két félgombdt egyszerre

nézzik, akkor a tiz haromszog hosszlUsdaga 36 fokonként kovetkezik,
felvaltva egy északi, és egy déli szélességgel.
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Transzverzalis elrendezésnél a két polus
egy-egy lap kozepére esik. Ekkor test lapjai
feloszthatéak egy északi és egy déli féltekére,
hiszen az élek koézlil hat darab egy
kvazi-Egyenlitét alkot, mindegyik metszi a
valédi Egyenlitét, és mind a hat él egész hossza
a 11°D és 11°E kozé esik.

A csucsok és a tobbi jellemzd pont koordinatait
itt is megkapjuk a mar kiszamitott harom adat
segitségével (a, b, c).

A vetlletek kozul itt is emlitést érdemel a 39. dbra: Transzverzdlis ikozaéder
gnomonikus vetllet, amelynek ikozaéder esetén

mar egészen elfogadhatd torzuldsi viszonyai vannak. A fenti b
segéd-pdlustavolsaghoz tartozé maximalis terilet-, és szogtorzulasi
értékek tehat:

1

3
cos” b

T= ~2 és

A zarcsintgzgm6,55° .

max

Szogtartd vetlletet az . . . 2 .
eddigiekhez  hasonldan % Lj: j_a.‘.]‘jh Ay ,fj;;

az egyes haromszégek = A 15, ;2"*3 g N\
37. abra szerinti CORET e e e, — o
feldaraboldsaval, maijd b 'I# | iLf & B =i S uman
leképezéseivel kapunk, K !J N - gy i H
melyeknek végén egy WA 0 T A e
ilyen kicsiny haromszég N U WY B O
egy [/3  nagysagl w ' Yy WV
korcikkbe képezodik le,

tehat az egész
haromsz6g egy korbe,
majd ezt a kort a Schwarz-integral segitségével képezzik
sikharomszdgbe.

40. dbra: Szégtarté ikozaéder vetiilet

Terllettartd vetlletet a korabban emlitett mddositott Lambert-féle
terulettart6 vetlletek altalanositasa alapjan kaphatunk ikozaéderre is (ld.
az ,Altalanos tertlettarto vetilet szabalyos poliéderekhez” cimi részt).

DODEKAEDER

A szabalyos dodekaéder tizenkét darab szabalyos 6tszogbdl allé test. Egy
csucsaban - ugyanugy ahogyan gombi megfelel6jén, a
gombi-dodekaéderen - harom ilyen poligon taldlkozik, tehat a gombi
Otszogek szdgei 2[]/3 nagysaguak.
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Ha egy ilyen gombi 6tszoget felvagunk

10 darab kis gombharomszégre a 41. a

abran lathatd modon, akkor a kapott kis
gbmbharomszoégek csucsai [1/3, [1/2 és

[I/5 nagysaguak, ami megegyezik a 37.

abran lathatéval, tehat egybevagd

haromszogeket kaptunk érdekes modon.

A csucsok segéd-polustavolsaga (az adott

lap kodzéppontjahoz képest) megegyezik

az ikozaédernél szamitottakkal, a két

befogd azonban szerepet cserélt. Tehat az

Otszégben az oldalak hossza (a), a

csucsok tavolsaga a lapok kézéppontjatol 41. Gbra: A gombi-dodekaéder gombi
(b), és a lapok kozéppontjainak olszoge
tavolsaga az oldalak felezGpontjatol (c):

1+5

4

2
a=2%* arccos — * ~41,81°
V3

V3 1+45

b= arccosT— ~37,3373°

10-2 45

c:arccos2—m31,72o
10—2 45 '

Nevezzlk itt is normal elrendezésnek azt a
helyzetet amikor a pdlusok egy-egy
csucsban helyezkednek el. A csucsok és
lapok kilonboz6 adatait kénnyedén
megkaphatjuk az elébbi harom adat
felhasznalasaval. Ezen elrendezésben az
Otszogeket harom csoportra oszthatjuk
hasonldéan a normal ikozaéderhez: a harom
északi polust érinté északi lapok, ugyanigy
harom déli lap, és az Egyenlitd altal atszelt
hat darab e,gyen“,té,i Iap' , , , , 42. abra: Gémbi dodekaéder (normdl)
Transzverzalis elrendezésnél a két polus -
egy-egy lap kdzepére esik. Ekkor test lapjai
itt is feloszthatdéak egy északi és egy déli
féltekére a transzverzdlis ikozaéderhez
hasonldan, hiszen az élek kozul tiz darab
egy kvazi-Egyenlitét alkot, mindegyik
metszi a valddi Egyenlitdt, és mind a tiz él
egész hossza a 11°D és 11°E kozé esik.
A csucsok és a tobbi jellemzd pont
koordinatait ebben az esetben s
megkapjuk a mar kiszamitott harom adat
segitségével (a, b, c).

——
e

43. dbra: Transzverzdlis dodekaéder
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Gnomonikus vetiletnél a maximalis sz6g-, és terllettorzulds értéke ugyan
megegyezik az ikozaédernél szamitottakkal (hiszen a csucsok
segéd-polustavolsaga megegyezik), azonban a dodekaéder esetében az
yatlagos” torzuldsok varhatdéan nagyobbak lesznek, hiszen az egyes lapok
pontjai ,atlagosan” nagyobb tavolsagra vannak a kdzépponttdl, ami abbdl
is kovetkezik, hogy egy gombi 0Otszég terlilete 5/3-da az ikozaéder
goémbharomszogei teriletének.

Szogtartd dodekaéder vetllettel elsOként
1929-ben C. F. Marvin foglalkozott, de
csak vazlatokig jutott. A problémat itt az
jelenti, hogy a Schwarz integral n=5
esetén csak sorozatokkal kozelithetd, . T e

konkrét fliggvénnyel nem adhaté meg, de x Lt o
az eddigi mddszer itt is alkalmazhaté. i . :

-
[= T

Terllettarto dodekaéder-vetillethez
szintén hasznalhatjuk a modositott
Lambert-féle terllettartd vetiletek
altalanositasat (Id. az ,Altalanos
terulettarto vetilet szabélyos 44. abra: Szogtarto dodekaéder vetiilet
poliéderekhez” cim( részt).

Altalanos teriilettarto vetiilet szabalyos poliéderekhez (médositott
Lambert-féle sikvetiilet)

A kocka, az oktaéder és a tetraéder alapjan altalanositsuk az elvet
barmilyen szabalyos poliéderre. Az adott poliéder lapjait felosztjuk 2n
részre (n az adott lap oldalainak szama). Szikséglink van a kévetkez6
adatokra: a lap kOzéppontja és az él gombi tavolsaga (), n (egy lap
éleinek a szama), k (egy csucsban taldlkozdé lapok szama), | (a lapok
szama).

A kis haromszogek terllete a teriletegyenl6ségblbl: T =4x/2l*n . Ebbdl a
haromsz6g magassaga (a kezdémeridian képének hossza):

A(B'zw In ctgl.
2l * n /

A BDA szog a szogkoszinusztételb6l:  BDA=arccos(cosasini) . Az
atszamozott hosszusag

) =arctan 2 (arccos(cosasinxl) + A —l)
2w T 2 .

ctg—
&7

A meridianok képfellleti hossza:
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2r T 1

crtg—*

AD= :
[*n [ cosi

és ennek alapfellleti megfelel6je: AD=arctan(tana/cosd). Végul adodik a
sugarfiiggvény:

2 cte T « 1
V750 87 5

cosarctan [ * (arccos (cosasini)+ 14— E) :|
T

nct— 2
, [vn 87
g = * 2.8in

arctan (tana 1 )
cos A

2

2 *sin

Lattuk hogy a tetraéder esetén ez 4*3, azaz 12 klilonb6z6 vetiletet jelent,
ez a szam az ikozaéder esetén 20*3=60, mig egy csonka ikozaéderre (20
hatszdg + 12 6tszdg) 20*6+12*5=180 darab vetlletet jelent.

FELIG SZABALYOS POLIEDEREK

Az Euler-féle Poliéderekhez tartoznak a félig szabalyos vagy
Arkhimédész-féle poliéderek is. A félig
szabalyos  poliéederek a  kovetkezd
tulajdonsagokkal birnak:

1. lapjai szabalyosak

2. konvex

3. testszogletei egybevagodk
vagy

1. konvex

2. lapjai egybevagdk

3. testszogletei szabalyosak
Eszerint két kalonb6z6 tipusu
félig-szabalyos poliéder l|étezik. Minden
egyik értelemben vett félig-szabélyos 45. dbra: Dudlispoliéderek: ’kuboktaéderés
poliédernek létezik az un. dudlis rombikus dodekaéder
poliédere, amely a masik értelemben vett
félig szabalyos poliéder. A poliéderek kozotti dudlis kapcsolat tobbféle
(topoldgiai, projektiv geometriai, metrikus) 0Osszefliggést takar, amely
onmagaban is érdekes vizsgalodas targya lehet.

A félig szabalyos poliédereknek ez a definicidja ugy allt el6, hogy a
szabalyos poliéderrel szemben tamasztott kovetelmények egy részét
elhagytuk. Eszerint minden szabalyos poliéder egyszersmind félig
szabalyos is. Ugyancsak ide tartozik barmely szabalyos N oldald hasab -
mas elnevezéssel prizma, melynek az oldallapjai négyzetek, valamint a
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szabalyos haromszogekbdl és
két darab N oldald szabalyos
sokszogbdl eldalld alakzat az
un. szabalyos antiprizma.

Arkhimédészi poliédereknek
nevezzilk azokat a félig
szabalyos poliédereket, melyek 46. dbra: Hasdb és anti-hasdb (antiprizma)

lapjai legaldbb kétféle

szabalyos sokszogek (ezzel kizartuk kozillik a szabalyosakat, valamint a
masik értelemben vett félig szabalyosakat), nem hasabok, nem
antiprizmak. Igazolhatd, hogy 13 kilénb6z6 arkhimédészi poliéder
(arkhimédészi test) létezik. Az arkhimédészi poliéderek dualisaira -
melyeknek a testszogletei szabalyosak és a lapjai egybevagdk -
hasznalatos a katalan poliéder elnevezés. Néha - sz(ikebb értelemben -
csak az arkhimédészi és a katalan poliédereket nevezik félig szabalyos
poliédereknek.

A legtobb félig-szabalyos poliédert a szabalyos poliéderek csonkitasaval is
megkaphatjuk. Példaul a kocka kilonb6z6 mddon vald csonkitasaval
kapjuk a rombikus-dodekaédert, a kuboktaédert vagy a csonka-tetraédert.
Mivel a szabalyos poliéderek esetén altaldban a lapok csucsanal a
legnagyobb a torzulds, ezért altaldban sokkal jobb torzulasi viszonyokat
kapunk ugyanazt a vetlletet alkalmazva (pl. a gnomonikus vetulettel, ami
természetesen mindegyik konvex poliéderre alkalmazhatd) ha a szabalyos
poliéderek csucsait levagjuk egy-egy sikkal.

A tizenharom lehetséges félig szabalyos poliéderek (mas néven
Arkhimédész-féle poliéderek):

kuboktaéder (3, 4, 3, 4)
ikozidodekaéder (3, 5, 3, 5)
csonka tetraéder (3, 6, 6)
csonka oktaéder (4, 6, 6)
csonka kocka (3, 8, 8)
csonka ikozaéder (5, 6, 6)
csonka dodekaéder (3, 10, 10)
rombikuboktaéder (3, 4, 4, 4)
csonka kuboktaéder (4, 6, 8)
rombikozidodekaéder (3, 4, 5, 4)
csonka ikozidodekadéder (4, 6, 10)
pisze kocka (3, 3, 3, 3, 4)
- pisze dodekaéder(3, 3, 3, 3, 5)
A szamok azt mutatjak, hogy egy csucsban milyen poligonok talalkoznak,
tehat példaul a kuboktaéder esetén minden csucshoz tartozik egy
haromszog, egy négyzet, egy haromszdg és még egy négyzet, ebben a
sorrendben. Az utolsd kettd poliédernek két féle valtozata van, amelyeket
~jobbos” és ,balos”-nak nevezlink, ezek egymasnak tlkorképei.
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Tagabb értelemben ide tartoznak a mar
emlitett hasab és anti-hasab poliéderek is,
azonban ezeket felsorolni nem lehetséges,
hiszen megszamlalhatdéan végtelen sokan
vannak. (4, 4, n) és (3, 3, 3, n) az egy
csucshoz tartozo poligonok oldalszama.

Az Un. kvazi-szabalyos poliédereket két féle
szabalyos poligonbdl rakhatjuk o©ssze, és
elrendezésiik  olyan, hogy mindegyik
poligont a masik fajta sokszégek veszik 47. dbra: Kuboktaéder
korul, képletik (m,n,m,n). Harom ilyen

poliéder létezik: a kuboktaéder, mely harom-, és négyszogekbdl all, az
ikozidodekaéder, hdarom-, és 0tszogekbdl,
valamint az oktaéder, ahol a két halmaz
tulajdonképpen ugyanaz, tehat a
haromszdgeket haromszogek veszik korul. Az
(m,n,m,n) elrendezésbdl kovetkezik ezen
poliédereknek vetllettani szempontbdl is
fontos geometriai tulajdonsaga, hogy az élek
fokoroket alkotnak. Az oktaéder esetén ez
ugye harom darab négyzetet jelent, a
kuboktaédernél négy darab hatszoget és az
ikozidodekaédernél hat darab szabalyos

tizszoget. Ezek az ,Egyenlitdk” tehat két 48. dbra: Kvdzi-szabdlyos
egyforma ,félpoliéder”-ré osztjak Oket. ikozidodekaéder

A félig szabalyos poliéderek kozil az egész
FOold abrazolasara talan a csonka ikozaéder a legalkalmasabb, hiszen 32
oldalaval meglehetésen jél kozeliti a gombfelszint, valamint szabalyos
Otszbgei és hatszogei kozel egyenlé nagysaguak, tehat nagyjabol
egyenletesen oszlik el a Fold felszine a 32 lapon, ellentétben példaul a
csonka ikozidodekaéderrel, ami igaz, hogy 62 lapbdl all, de a 12 darab
szabalyos tizszég sokkalta nagyobb mint a kicsiny négyzetek és
hatszogek. Az ilyen tipusi poliédereket (legféképpen a csonka
dodekaédert és a mar emlitett csonka ikozidodekaédert) inkabb akkor
hasznadlhatjuk, ha egy vagy tobb, kozelitéleg kor alakd teriletet
szeretnénk kiragadni a teljes féldfelszinbdl,
és ehhez taldlunk egy megfelel6
elrendezést.

Csonka Ikozaéder

A csonka ikozaéder tizenkett6 szabalyos
Otszogb6l és husz darab szabalyos
hatszogbdl a&ll. A hatszdgek terllete
egyenként

49. dbra: Csonka ikozaéder
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T6=6*(§+§+§—n)=6*(ﬁ—23—”) ,

ahol g a gombi hatszogek belsd szdgeinek nagysaga:

f =2 *arccos (cos%sec%) ~124,3094° |

Az 6tszdgek teriilete ugyanigy: 7s=5x*(a—37/5), ahol o az 6tszdgek
bels§ szdgeinek nagysaga: a=2r—2f~111,38127°, Tehat a két terllet
ardnya: T/T,~0.653863  Mivel a hatszdogek terlilete tébb mint
masfélszerese az 0Otszogének, ezért a maximalis torzuldsoknadl a
hatszogeknél varhatéan magasabb értéket fogunk kapni. Ez abbdl is
latszik hogy a hatszogeknél a cslucsok tavolsdaga a kozépponttdl ( a
segéd-pdlustavolsag):

b,=arccos (ctgl* ctgé) ~23.,8°
6 2
a Napier szabaly alapjan. Ugyanez az otszogre:
V.4 a °
b, = arccos (ctg; * cth) ~20,0767° ,

Vegylk példaul a gnomonikus vetiletet, ekkor a legnagyobb
terllettorzulas:

1 1

= ~1.2 az 6tszogeknél, és 76~

3 ~1,3
cos b5

cos’ b
a hatszogek esetén. A maximalis szégtorzulas a csucspontokban pedig:

b ’ ’
A, =arcsin (tanz—s) ~1,8° az Otszogek esetén, és
max 2

b ’
= arcsin (tanzf) ~2,54° a hatszdgeknél.

Aémax
Ezek az értékek azonban csak abban az esetben igazak, ha sima, klilonallo
gnomonikus vetilleteket néziink. Egy valddi csonka ikozaéder esetén, a
test geometridja olyan, hogy a hatszogek kozéppontja kicsivel kozelebb
van a test kozéppontjdhoz, mint az 6tszogeké, tehat nem létezik ehhez a
poliéderhez beirhatd gomb. A két tavolsag aranya korilbeldl 0=1,02653 .
Ha tehat vesszik az egység sugaru gombot, és egy olyan csonka
ikozaédert, ami a hatszogek kdzéppontjaban érinti a gémbot, akkor a
hatszogekhez tartozé vetliletek sugarfliiggvénye g=tanf, az Otszogeké
pedig ¢;=9J*tanj
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A csonka ikozaéderre is ¥

kredlhatdé a mar megismert A
maddon terllettarto és 3 .
szOgtarté vetllet is, .3 rk A
hasonléan az eddigiekhez. R A

Kuboktaéder M hiok

Lapjainak szama 14, melybdl TN e Tl
nyolc szabdlyos haromszog B R T, S
és hat négyzet, éleinek fa D g, A
szama 24, csucsainak szama
pedig 12. Mint az el6z6ekben
mar lattuk, a kuboktaéder
egyike a kvazi-szabalyos
poliédere knek, tehat élei 50. dbra: Csonka-ikozaéder vetiilet Eurdpat abrazolo lapja
négy darab szabalyos

hatszoget alkotnak, amelyek gdmbi fokornek felelnek meg. Mindegyik
ilyen fOkor két azonos részre osztja a poliédert, egy ilyen
fél-kuboktaédernek a neve ,haromszog-kupola”. Ezen testek
érdekessége, hogy néhany golflabdaban a kis godrocskék ilyen alakuak.
Normalis elhelyezésnek nevezzik tehat azt amikor egy-egy ilyen
haromszég-kupola egy-egy félgombnek felel meg. Ekkor a polusok
egy-egy haromszdg kozéppontjaban vannak, az Egyenlitdt pedig hat
darab egyenl6 részre osztja a harom-harom négyzet és haromszog
egy-egy oldala.

A gombfellleti kuboktaéder tehat
értelemszerlen 8 darab gombharomszégbdl és
hat darab gombi négyzetbdl all. Mivel minden
»€l” azonos hosszusagu, ezért mindegyik ilyen
goémbi poligonnak oldala [J/3 hosszusagu.
Normal elhelyezésnél a hat egyenlit6i cstcspont
egyenletesen szétszérva helyezkedik el. A [1/3
oldalhosszlisagu haromszogekbdl kovetkezik,
hogy a maradék hat cslics szélessége (amely
nem mas mint a haromszdégek magassaga):

\/g 51. abra: Kuboktaéder vetiilete a
@ = T arccos 3 ~+54,7356° , foldgombon (normdl elhelyezés)

Az egyes lapoknal a vetileti kezd6pont értelemszerlien a poligon
kozéppontjara esik, és mivel a poligonok egyik oldala mind a
haromszégek, mind a négyzetek esetén az Egyenlitére esik, ezért a lapok
kozéppontjanak szélességét a gombharomszdogek és négyzetek
kozéppontjainak oldaluktdél valé tavolsdagabdl kapjuk, amely a
hdromszégek esetén @==arcsinl/3, a négyzetek esetén pedig
@ =+arccos2/3 . A hadromszogek és négyzetek valtakozva kovetkeznek az
Egyenlité mentén mindkét oldalon, tehat a hosszUsagok 60[]-onként
egyenletesen elosztva kovetkeznek. A félgombonkénti harom darab
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haromszog kozéppontjanak hosszisdaga minden
esetben egybeesik az azon a félgombon fekvo
maradék 3 csucspontnak hosszusagaval, de
60[]-kal el van tolva a masik félgombdn fekvo
csucspontokhoz képest.

Els6 transzverzadlis elhelyezésnél a pdlusok
egy-egy négyzet kozéppontjara esnek, az
Egyenlit6 a maradék négy négyzet atléjan
fekszik, amint azok négy egyenls részre osztjak. 52. dbra: Normdl gnomonikus
EbbGl a négy egyenlitdi cslcs koordinatait meg kuboktaéder

is kaptuk. A tobbi nyolc csics a négy egyenlitdi

négyzet nem-egyenlitdi csucsai, és mivel a négyzetek atléi [J/2 hosszuak,
ezért a csucsok szélessége @==*rn/4=45°, hosszUsagaik pedig a
négyzetek kozéppontjainak hosszusagaival egyezik meg. A haromszégek
kozéppontjainak szélességét
a csucsok kozéppontoktdl
vald tavolsagabdl kapjuk -
mivel egyik csucsuk
mindegyik esetben az
Egyenlitbn van - ami nem
mas mint
cp:iarccosm~35.2644° .
Az északi és déli félgobmbon
levd négy-négy csucs
hosszUsagai paronkent 53. dbra: Kuboktaéder vetiilet, elsd transzverz elhelyezés
megegyeznek, és

90[]-onként kovetik egymast

az egyenlit6i csucsok kozott féluton.

Egy masik kitlintetett elrendezési mod, ha a polusok a poliéder szemkozti
csucsain fekszenek. A csucsokon atmend felez6-hatszdgek tulajdonsagait
kihaszndlva megkapjuk a rajtuk fekvd tobbi nyolc csics szélességét:
e=+n/6, a nem ezeken a felez6 hatszogeken fekv6 két cslcs pedig a
szimmetria folytan az Egyenlitére kell hogy essen. Valasszuk tovabba, a
négyzetek atléin végigvonuld
felez6 fokort
kezdomerididannak. Ez esetben
két tovabbi cslics koordinatait
meg is kaptuk, hiszen a
kezdémeridian és az egyenlitd
metszéspontjain vannak. Az
elobb emlitett nyolc csucs
hosszlsagait pedig a [1/3
oldall négyzet bels6 szogének
kiszamitasaval kapjuk, ami 54. abra: Gnomonikus kuboktaéder, mdsodik transzverz
nem mas, mint 2%arcig\2, elhelyezés

tehat a keresett hosszUisagok:
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A=+arctg\2~+54.7356° és
A=+ (m—arctg\2)~+125.2644°

A lapok koOzéppontjainak meghatarozasanal a négyzetek esetén van
konnyebb dolgunk, hiszen kozllik négy a - tagabb értelemben vett -
kezdémerididanon fekszik, mégpedig a szimmetria miatt [=0[J4
szélességnél, a masik kettd kozéppontja pedig az Egyenlité és a [J/2-es
merididanok metszéspontjanal van. A haromszégek esetén csupan a
csucsok kozépponttdl vald tavolsagara van szikséglink, ami egyenld
arcsin 1/3 -dal. Tehat a négy egyenlitdi hdromszog esetén (értelemszerien
szélességlik []=0) a hosszusagok

A= J_rarccos\/gN +35.2644° és

A== (n—arccos\/%)mil44.7356°

értékeket vesznek fel. A maradék négy haromszog kozepe viszont a
[/2-es merididanokra esik és polustavolsaguk egyenld a mar emlitett
csucs-kodzéppont tavolsaggal. Tehat a szélességek:

p==x (%—arccos\/%)miﬂ.ﬁ%o .

Ezen harom elrendezési mddon kivil természetesen végtelen sok ferde
elrendezés is létezik. Ezek mindegyikére, és a tobbi félig szabalyos
poliéder dsszes valtozatara alkalmazhatjuk akar a szabalyos poliédereknél
bemutatott moddositott Lambert-féle terillettartd vetilletet, akar a
bemutatott szégtartd vetlletet.

Tovabbmenve természetesen a poliéderekkel
egyre jobban megkoézelithetjik a gombalakot,
kilépve ezzel a szabalyos és félig szabalyos,
azaz az Arkhimédész-, és Platon-féle
poliéderek korébdl. Az allattanbdl jél ismert
sugarallatkaknak egy csoportja is példaul ilyen
sok oldalu poliéderekkel kapcsolatos.
Allopolygona névvel illetik azon fajokat,
melyek alakja megkozeliti a gémboét, azonban
teljesen szabalytalanok. Egy masik csoport
pedig az Isopolygona, amelyek szintén
szabalytalanok wugyan, am vazanak lapjai
egybevagd sokszdgek. (Természetesen a
sugarallatkak kozott is megtalalhatéak a szabalyos poliéder vaziak.) Egyik
meglehetbésen figyelemre méltd alfaja az Auloni Hexagona, amely nevével
ellentétben nemcsak hatszogekbdl, hanem 0tszdgekbdl is all a csonka
ikozaéderhez hasonléan, és ezek szerint az Allopolygona csoportba

55. abra: Aulonia Hexagona
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tartozik. Mint az 55. abran lathatdé egy ilyen poliéder mar igen jol
megkozeliti a gomb alakot.

POLIEDER VETULETEK FOKHALOZAT MENTI FELOSZTASSAL

Poliéder rendszert kaphatunk akkor is ha a
gombot nem goémbi fékoérdok, hanem a
fokhaldzati vonalak mentén osztjuk fel
poligonokra. Ebben az esetben tehat
bizonyos paralelkorok és meridianok
képeinek kell egyenesre leképzbdnie.
Tehat az  eddigiektél eltéréen a
gnomonikus vetilet erre nem hasznalhato.
Kivételek persze erre is vannak, példaul a
szabalyos oktaéder normalis
elhelyezésben, ahol a hatarolé paralelkor
(az Egyenlité) és a hataroldé meridianok
egyben gombi f6koérok is. Altalaban a
felosztasbal adédo foktrapézokat
siktrapézba képezziik le (hataresetben a
goémbharomszogeket sikharomszogekbe).
Ha a hatarolé paralelkérdok hossztartoak, akkor értelemszer(ien az egyes
lapok Osszeilleszthetéek egymassal megszakadas nélkil. Legyen a két
hatarolé paralelkér [0: és [J,, d pedig a foktrapézban a két
hatarolomeridian hosszlisagkilonbsége. Ekkor a foktrapéz terllete:
F=d.* (sinp, —singp,) , A képfelilleti siktrapéz alapjai a=dicos®, és
b:a’}t(:OS(p2 .

Mivel a hatarold paralelkérék egyenesekre T
kell hogy leképezddjenek, ezért gyakoriak Y
a vetilletcsaladon belll azok a vetlletek, = — - —_—
amelyekben a tobbi paralelkor képe is ——
(egymassal parhuzamos) egyenes. Tehat a ; '
vetlilet maga a teljes goémboét trapéz
konturban abrazolo képzetes

hengervetiletet. Ha tébb ilyen vetlletbdl VYYyYy v
(ktl6nb6z6 normalparalelkorokkel)
készitiink egy Osszetett vetliletet, ugy hogy

az adott vetlleti egyenlet csak a két 57. dbra:Altaldnospoliédervetzilet
normalparalelkér kozotti  szélességekre

vonatkozik, akkor egy Osszetett képzetes hengervetiiletet kapunk, amit ha
megszakitunk tobb  kdzépmeridiannal, akkor egy térbeli testé
0sszehajthatd elrendezést kapunk.

Nyilvanvaléan a normalparalelkoroket és a  kodzépmeridianokat
tetszolegesen valaszthatjuk meg, tehat tulajdonképpen minden egyes
ilyen vetllet végtelen sok vetlleti rendszerbdl allé
vetiletirendszer-csaladot jelent.

56. dbra: A gémb 30°-os felosztdsa
foktrapézokra
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Altalanos poliéder vetiilet hossztarté k6zépmeridiannal

Ebben az egyszer(i esetben a siktrapéz magassaga m=¢,—®,, és egy
adott [] szélességhez tartoz6 y koordinata: Yy=®,—®. A trapéz
tulajdonsagaibdl, valamint a parhuzamos szel6é szakaszok tétele alapjan
kapjuk a kOovetkez6 egyenletet:

b—a x—a 4 P,
22 és ezt atrendezve ey
m v X P
kapjuk az x koordinatat: H m o
Y (- . -
x_m*(b a)+a vagyis
P, - 58. abra: Foktrapéz hossztarto
X=- o —@ * A (cos<p2 —Ccosp, ) +Acosp, kozépmerididnnal
1 2

Teriilettarto altalanos poliéder vetiilet

Hatarolo paralelkorok legyenek itt is hossztartdéak, vagyis a=4cos@, és
b=lcosp, ., A foktrapéz felszine természetesen itt is F'=4* (sing, —sing,)
A siktrapéz teriilete az ismert képletbdl szdmolhaté: T=(a+b)m/2 . A
terliletegyenlGség feltételezésével a két egyenletet egyenldvé téve kapjuk:

A * (cosq)1 +cos<p2)* %:i * (sin(p1 —sin(pz) ,

ezen egyenletet atrendezve kapjuk a trapéz magassagat:

sin(pl—sin(p2

m=2x .
cos<p1+c05(p2

Minden ilyen alap-trapézon belil is megkoveteljik a terlletegyenlGséget,
tehat minden tetszéleges [J-re (. és [J. kozoétt) fenn kell hogy alljon az
egyenléség az alapfelileti F=4x(sinp, —singp) és a képfelileti
T=(a+x)yl2 terlletek k6zo6tt, ahol y a [] szélességhez tartozd6 magassag,
x-et pedig az el8z6 pontban ismertetett x=y/m=*(b—a)+b képletbdl
kapjuk. X-et behelyettesitve:

2icos@, + 2, (COS(pz—COS(pl)
m

T= * '
5 Y

Ezt kell tehat az alapfeliileti foktrapéz felszinével egyenlévé tenni, hogy
y-t megkapjuk ] fliggvényében.
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2 Jcos, Ay (COS(pz—COS(pl)
m

i*(sin(p—sin(pz): 5 * y

COSP, —COSP,

2*(sin(p—sin(p2)=y*(2 COS(Pl)—yz* '
m

innen pedig a masodfoku egyenlet megoldoképletével kapjuk y-t:

COSP, —CosSP,

2 cosq, i\/(2 coscp1)2—8

COS(PZ—COS(P1

— (sin(p—sin(pz)

y:

m
Az x koordinatat, a paralelkorok ekvidisztanciaja miatt a

xzicoscplii*i(coscpz—coscpl) egyenlet segitségével szamitjuk.

A fokhaldzat menti torzulasok: a meridianmenti hossztorzulas

oy 1

“dpind ! a paralelkdérmenti hossztorzulas

o0x 1 ) , . 1 ,
h=|—|——, mivel képzetes hengervetiiletekrdl van szé.
04 cosp

Egyszer(sités  kedvéért vezessik be a c¢=cosp,  d=cos@,—cosq,
konstansokat. Ezek behelyettesitésével

11 I d
d(p_ d*E* g *S*Zcos(p
2 . 2_ o . o 7
. \/40 8 m*(sm(p smcpz)
tovabb egyszerisitve
dy 2cosp
de > od . . , valamint
4c”—8 —*(sm(p—sm<p2)
m
12 ==L xd y-t behelyettesitve:
7 " y-t behelyettesitve:
ZCi\/402—8 i* (sin(p—sin(p )
|6—x|:C— z ’ i:l*\/4c2—8 4 sin ¢ — sin )
0 2% d m 2 m( 2
m

Ezekbdl kapjuk a tertlettorzulast:
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9
r=hxkrsing=| 2L Dy
Ol cosp do

l4

tehat valdban terilettartd vetililet(ek)et kaptunk.

Altalanos poliéder vetiilet hossztarté hatarolé-paralelkérokkel és
hatarolomeridianokkal

Lényegében megegyezik a hossztartd kozépmerididnos valtozattal. Az
alapfellileten a hataroldmeridian és a kbézépmeridian is (mint minden
meridian a foktrapézon belil) ugyanolyan hosszu, kilénbség a hosszakban
csak a képfelileten van. A képfelileten a hataroldmeridian hossza
egyenldé az alapfellleti hosszal: ¢=®,—®, a trapéz magassaga pedig
m=c*sing . []-t a kOvetkez6 6sszefliggésbdl kapjuk:

b—a

A
* _ — _
c¥eosp=— —2(COS(p2 COS(pl) )

A hossztartas miatt szimplan ezzel a sin[j -val
kell beszorozni az eredeti Yy=® — ¥, egyenletet.
Az x koordinatat pedig a parhuzamos szel6
szakaszok tétele alapjan a paralelkérok
ekvidisztanciaja miatt a

59. dbra: Foktrapéz hossztarto
hatdarolomeridiannal
b—a x-—a

egyenl0ségbdl kapjuk:

m

x:/ICOS(plil*i(coscpz—coswl) .
m

POLIEDER ALAPU FOLD-ABRAZOLASOK

Végezetll nézziink néhany érdekesebb példat,
melyeken a Foldet kilénboz6é poliédereken
abrazoljak. Ezen esetekben nem feltétlendl a
vetllettané a foszerep.

Jeremy Pool, az altala tervezett és készitett
~Mercator Globe Navigator”-hoz, Mercator
1541-es foldgombjének digitalis valtozatahoz
példaul a globuszt csonka-ikozaéder alapon
osztotta fel 32 részre, és ennyi részletben
digitalizalta be e torténelmileg hires
foldgombot. 60. dbra: Mercator 1541-es
foldgombje
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A hires japan tudds és origami-m(ivész Fujimoto
Shuji modellje talan a legelegansabb példaja a
hajtogatott ,féldgomboknek”. Egy négyzet alaku
papirlapbol csupan hajtogatas utjan, vagasok
nélkil valik kocka alaku Fold.

Haga Kazuo egy hasonld mlvel, csak éppen
oktaéder formaban hivta fel magara a figyelmet | —
kartografus korokben. Természetesen a tobbi '
origami-poliéder m(ibdl is lehet glébuszt faragni,
csak a megfelel6 helyre sziikséges rakni magat az 61. abra: Fujimoto
abrazolast. origami-foldgémbje

Itt kivankozik emlitésre az origami és a kartografia

masik kozos metszete, az Ugy nevezett Miura-ori hajtogatd-technika,
melynek segitségével igen nagy térképek egyetlen mozdulattal
hajtogathatdk 0ssze és szét.

I 1
s h I
. |

| _ SRR .
| _ %

A poliéder alapu Foldabrazolasok a mivészetet sem kerilhették el. Maurits
Cornelis Escher (1898-1972), a bamulatosan eredeti matematikus-mdvész
kilonds fametszetei is poliédereken abrazoltak a Foldhéz hasonld,
bolygdszerl entitasokat. ,Dupla Bolygd” cim( mive (Double Planetoid)

1949-bdl csillag alaku oktaéderen alapszik, mig ,Tetraéder Bolygd
(Tetrahedral Planetoid) fametszete tetraéder alaku.

62. abra: Escher: Double Planetoid 63. dbra: Escher: Tetrahedral Planetoid

Mint lathatjuk, a kilonb6z6 poliéderek és a rajuk alkalmazhatd vetlletek
szertedgazo kapcsolatat komplett mdédon leirni talan a lehetetlen feladatok
kozé sorolhatjuk. Ezen kis gyljteményben csak a leggyakoribb poliéderek
és néhany tipikus vetlilet kombinaciéit mutattam be néhany figyelemre
méltd példaval egybekoétve. Mint lattuk a végeredmény és a cél még igy is
igen tag hatarok kdzott mozoghat.

A vetllettani, geometriai sokszinlség és precizitdas mellett a
poliéder-gldobuszok vagy poliéder-térképek célja nem minden esetben a
rendkivili pontossag, hanem gyakran az eredetiség, a miivészi hatas teszi
érdekessé ezen alkotasokat, néha mar-mar kissé elrugaszkodva a
hagyomanyos térkép-fogalomtdl...
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